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Capitol 1

Analisi de ’error

A qualsevol calcul numeric és imprescindible controlar I'efecte dels errors. N'hem de considerar
de tres tipus:

1. Errors en les dades d’entrada, deguts a mesuraments incorrectes o a la finitud de la
seva representacié a l'ordinador.

2. Errors a les operacions, deguts a que emprem aritmetica de punt flotant finita.

3. La major part de metodes que veurem durant el curs no produeixen la solucié exacta del
problema que aborden, ni tan sols en el suposit que poguéssim representar exactament
les dades d’entrada i no es produissin errors en les operacions. Els errors deguts a aquest
fet es coneixen com a errors de truncament.

En aquest capitol tractarem els dos primers tipus d’error. Dels errors de truncament, que
son especifics de cada metode, ens n’ocuparem en capitols posteriors.

1.1 Errors de representacio

1.1.1 Formats de punt flotant

El segiient teorema garanteix l’existéncia teorica de representacié (infinita) en punt flotant de
qualsevol niimero real.

Teorema 1.1.1 Fizem be N, b> 2. Tot x € R, x # 0 pot ser representat de la forma

T = s<§; aib’i>bq, (1.1)

ambs e {-1,1}, g€ Z ia; € {0,1,...,b—1}. A més, la representacic anterior és unica si
a1 #0 i els a; no soén tots b — 1 d’una posicio en endavant, és a dir,
Vipe N Jdi>ip : o #b—1.
Escriurem abreujadament com
r = s(0.agas ... )b (1.2)

El subindex b dels parentesis indica que els digits ajasas ... es troben en base b.

Exemple 1.1.2 (representacions normalitzades)
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x = —315.487 = —0.315487 x 103,

2 =0.00343434 ... = +0.34 x 1072,

o v =10 =40.333333... x 10> = +0.3 x 10?,

r=+/2 = +0.14142135. .. x 10! (la representaci6 és infinita perd no periodica).

\Y

Exemple 1.1.3 Suposem x = (0.1)19, b = 2. Per passar a binari un nombre que només té part
decimal, només cal multiplicar-lo per dos, prendre la part entera com el primer digit, quedar-se
amb la part decimal, multiplicar-la per dos, prendre la part entera com el segon digit, quedar-se
amb la part decimal i aixi successivament.

0.1x2 = 02—[0]
02x2 = 04—[0]
04x2 = 08 —|0]
08x2 = 1.6 —[1]
0.6x2 = 1.2 —[1]

Com que la part decimal de 1.2 és 0.2, que ja ha sortit, es tornara a repetir el grup 0011
indefinidament. Per tant, la representacié binaria de 0.1 és

(0.1)10 = (0.00011)5 = (0.1100), x 272,
Noteu que, tot i que la representacié decimal de 0.1 és finita, la binaria no ho és pas. \V4

La representacié numerica més emprada en ordinadors i calculadores és la coneguda com
a representacid en punt flotant, que és la versié finita de la representacié (1.2]). En aquesta
representacié, tot nombre z consta de

e cl signe, s,

e la mantissa, que només consta d’un nombre finit de digits, 4, ..., d;, expressats en base

b, i
e l'exponent, ¢, que esta limitat a un rang prefixat,

Gmin S q S qmaz-

D’acord amb la notacié introduida a , un nombre representat en punt flotant s’escriu
x = 5(0.0102 ... 8;)pb? (1.3)
(el subindex b als parentesis indica que la base és b). Abreujadament,
r = smb?,

amb
m = (051(52 ce e (5t)b - 51()71 + 52[)72 + -4 (Stbit.
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Direm que un nombre en punt flotant = donat per esta normalitzat si §; # 0 (i.e.,
m > 1/b). Llevat de casos excepcionals, considerarem sempre nombres normalitzats.

Les bases més habituals sén b = 2, emprada per la practica totalitat d’ordinadors, i b = 10,
emprada per moltes calculadores. Tant el nombre de digits, ¢, com el rang d’exponents, ¢min,
(maz, €S trien segons un compromis entre la quantitat de nombres que volem representar i la
quantitat de memoria que cada representacié volem que ocupi.

A la taula es mostren els parametres d’alguns formats de punt flotant existents. La
major part d’ordinadors implementen els formats IEEE i, quan és aixi, els tipus float i double
del llenguatge C corresponen a les aritmetiques IEEE—simple i doble, respectivament. Com a
exemple de formats de punt flotant de calculadora, es mostren els de les calculadores HP series
48.49,50. El format real és el que es fa servir a nivell d’usuari, mentre que el real estes només
el fa servir internament el sistema operatiu de la calculadora per a operacions intermedies. De
fet, fer operacions intermedies amb precisié superior és una practica molt comu, que garanteix
que I'inic error que es comet a les operacions en precisions standard és del de representacié en
punt flotant, com suposarem més endavant.

Format bt Qrmin Qmaz  Dits
IEEE simple | 2 24 —125 128 32
IEEE doble | 2 53 —1021 1024 64

HP real 10 12 —498 500 64
HP real estes | 10 15 —49998 50000 &4

Taula 1.1: Parametres d'alguns formats de punt flotant.

IEEE simple |s (1) | e=gq+ 126 (8) Mantissa (23)

IEEE doble |s (1) | e=q+ 1022 (11) Mantissa (52)
HP real s (1) Mantissa (12) q (3)

HP real estes | s (1) Mantissa (15) q (5)

Figura 1.1: Distribucié a la memoria del signe, mantissa i exponent per als formats de punt flotant
de la taula . El bit de signe (nibble, per HP) és @ per nombres positius i per nombres
negatius.

A la figura es mostra la distribucié a la memoria del signe, mantissa i exponent per
als formats de la taula Per als formats IEEE, que sén binaris, s’indica entre parentesis la
longitud de cada camp en bits. Per als formats HP—48, que sén decimals, s’indica la longitud en
nibbles (grups de 4 bits). Cada nibble es fa servir per representar un digit decima]ﬂ Noteu que
es perden els nimeros del 10 (1010 en binari) al 15 (1111). Noteu també que, per als formats
[EEE, la longitud de la mantissa és t — 1 (¢ de la taula . El motiu és que el primer digit
sempre és 1 1 ja no es guarda.

lUsar quatre bits per representar un digit decimal és una codificacié standard que es coneix com a BCD
(Binary—Coded Decimal).
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Observaci6 1.1.4 El camp e del format IEEE simple de la figura[T.Tcompleix e, .. < e < eq,,..,
on
eqmin = quin + 126 = 17 GQmaz - quaw + 126 - 254

Noteu que no es fan servir els valors e = 0 i e = 255, tot i que sén representables amb 8 bits.
El motiu és que e = 255 s’utilitza per representar I'infinit (resultat d’overflow) i una classe
de nimeros anomenats NaN (Not a Number), que es fan servir com a resultats d’operacions
invalides (com dividir per zero o voler calcular I’arrel d'un nimero negatiu). El cas e = 0 s’usa
per representar nimeros no normalitzats (resultat d’underflows).

El format IEEE doble és totalment analeg. En aquest cas no s’usen ni e = 2047 (infinits i
NaN) ni e = 0 (nimeros no normalitzats). \V4

1.1.2 Representacié en punt flotant

D’acord amb l'estructura de la representacié en punt flotant, és clar que el conjunt de nombres
reals que es poden representar exactament és finit. Concretament,

Definicié 1.1.5 Denotarem el conjunt de nombres representables exactament en aritmética de
punt flotant de t digits, en base b i amb exponent entre qmin & Gmaz PeT F (b, t, Qmins Gmaz)- FS a
dir,

F(bat7Qminana$)
= {O} U {:l:(O(Sl SR (St)bbq7 52 € {07 17 o ab - 1}7 51 # 07 Qmin < ¢ < Qmaz}

(noteu que només considerem nombres normalitzats). Els nombres de F(b,t, Gmin, Qmaz) també
es coneizen com nombres maquina.

Donat un nombre = ¢ F(b,t, ¢min, Gmaz), 'ordinador no pot operar amb aquest nombre.
Ho ha de fer amb una aproximacié seva T € F(b,t, @min, Gmaz), que s’obté a partir de x per
truncament o arrodoniment.

Definicié 1.1.6 Sigui x € R amb representacio en base b donada per

T = S<zzl aib*i> bY,

d’acord amb el teorema I SUPOSEM. Qmin < ¢ < Qmaz-

e Anomenarem representacié en punt flotant per truncament de x a fl(z) € F(b,t, ¢min, Gmaz)
definit per
flr(x) = s(0.aqcg . .. )Y,

és a dir o; = a; peri=1,2,...,t.

e Anomenarem representacié en punt flotant per arrodoniment de z a fl,(x) €
F(b7tanin7Qmax) deﬁm't per

@) 3(0.041 . ozt)bq st 0< ayy1 <b/2,
AV s(O.al...at_l(at+1))bq st b/2< a1 <b-—1.
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Noteu que, si oy = b—1, S(O.al coeogq (o + 1))()‘1 encara és de F(b,t, Qmin, Qmaz) PeTO la
seva mantissa no €s (0.@1 oo (o + 1)), 1 potser el seu exponent no és q.
Exemple 1.1.7 Pert =4, b= 10
e f1,(0.10004) = 0.1000 x 10°,
e f1,(0.10005) = 0.1001 x 10°,

e /1,(0.99999) = 0.1000 x 10,

\Y

Exemple 1.1.8 Anem a veure com es representa dins la memoria fi,(0.1) en laritmetica
I[EEE-simple. A I'exemple hem vist

(0.1)10 = (0.1100), x 272, (1.4)

Llavors, d’acord amb la figura , s = @ (és un numero positiu), e = g + 126 = 123 pero en
binari, i la mantissa surt directament de (L.4). Per passar un nimero natural a binari, dividim
per dos, llavors la resta de la divisio és el primer digit binari per la dreta, ens quedem amb el
quocient, dividim per dos, la resta de la divisié és el segon digit binari per la dreta, ens quedem
amb el quocient, i aixi successivament fins que obtinguem quocient zero. En el nostre cas,

123+2 = 61 =% [1]
61+2 = 30 — [1]
30+2 = 15 — |[0]
5+2 = 7 — [1]
7+2 = 3 — [1]
3+2 = 1 — [1]
1+2 0 — [1],

d’on 123 = (1111011),. Per tant, fl4(0.1) en format IEEE simple queda

[offo[1]1]1[1]o[1[1][1]o[0[1[t[o]o]1]1]0[0

1[1]oo]1]1]oo[1]1]0]1]

Recordeu que el primer digit de la mantissa sempre és 1 i no es representa. Noteu també que
I'altim bit prové de I'arrodoniment.

Noteu que, degut al fet que hem truncat, fl;(0.1) # 0.1, o sigui, 0.1 no es representa
exactament en IEEE-simple (ni en cap altra aritmetica de punt flotant binaria). \V4

Exemple 1.1.9 Podem comprovar efectivament que 0.1 es representa a la memoria tal com hem
deduit a 'exemple anterior. Si agrupem els bits de quatre en quatre, obtenim la representacio
hexadecimal 3DCCCCCD. Considereu el segiient programa en C.

2De fet,sia; =b—1peri=1,...,tiq= q¢nas, llavors 5(0.a1 cooop—q (g + 1))bq no és nimero maquina
perque produeix un overflow. Per simplicitat, ignorarem aquest cas.
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#include <stdio.h>

int main (void) {
float x=0.1;
furite(&x,sizeof (float),1,stdout);
return O;

}
Si guardeu ’executable corresponent com bolca_float, la comanda
./bolca_float | xxd

us permetra obtenir un bolcat hexadecimal de la memoria ocupada per la variable x. \V4

1.1.3 Notacions per quantificar ’error

A continuacié, volem quantificar ’error que es produeix en representar un nombre qualsevol
x € R per truncament o arrodoniment. Abans d’aixo, formalitzem el concepte d’error.

Definicié 1.1.10 Sixz € R i T és una aproximacid de x, definim ['error absolut de * com
a aproximacié de z, e,(Z, z), per

eo(T, ) =7 —x,

i, si x # 0, definim lerror relatiu de 7 com a aproximacié de z, e.(Z, ), per

~ T—x e,7, 1T
67‘(1’7 x) — - — a(:); )

Notem que l'error relatiu no esta definit si x = 0. Quan z sigui desconegut, prendrem
er(7,x) ~ *=*. Quan sigui clar a partir del context, ometrem el segon argument de e, i e, i
escriurem e,(7) o (7).

En general no coneixem aquests errors exactament siné només una fita d’aquests:

e En el cas de lerror absolut, un nimero £,(z) > 0 tal que |e,(Z)| < ,(Z). Notarem
r=TE¢6,(T) 0obéx=27+eamb |e| <e,().

e En el cas de lerror relatiu, un numero ¢,(x) tal que |e.(7)] < €.(x). Notarem = =
z(1+e.(2)) obé T =2x(1+0)amb || < e, ().

Observacié 1.1.11 Sempre que tinguem una igualtat del tipus
A= DB(1+5)

es pot llegir com “I’error relatiu de A com a aproximaci6é de B és §”, és a dir, e,(A, B) = 4.
Aixo sera d’utilitat per fitar la propagacié de l'error a les operacions més endavant. \V4

Per exemple, x = 2.100 £ 5 x 10~ vol dir que aproximem z per Z = 2.100 perd que  estd
entre 2.100 — 5 x 10™* = 2.0995 i 2.100 + 5 x 10~* = 2.1005. Amb les notacions anteriors,
g.(Z) =5 x 10741
_ca(@)  5x107*

H(T) ~ 2 = =92 1074,
er(T) H 5100 38 x 10
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Habitualment escrivim els ntmeros en base 10. Una manera comoda de referir-nos a la
precisié d'un calcul és mitjancant els conceptes de nombre de decimals correctes i el nombre de
xifres significatives.

Definicié 1.1.12 Sigui T una aprozimacid de x. Si|e,(Z)| < 3107, direm que T té (almenys)
t, decimals correctes. Si x = sml10%, amb 0.1 < m < 1, T = sml0?, i |m —m| < %10_'5’“,
aleshores direm que T té (almenys) ¢, xifres significatives.

El nombre de xifres significatives i 'error relatiu estan relacionats d’acord amb el seglient
Lema 1.1.13 En les notacions de la definicio anterior, es compleix
(a) le,(T)] <5 x 107",

(b) |m —m| <le.(z)|.
Prova: Exercici. 0

Quan es mostra un resultat numeric, és desitjable que tots els decimals que s’escriuen siguin
correctes, i que totes les xifres que s’escriuen sense comptar zeros al davant siguin significatives.

Exemple 1.1.14 Considerem la segiient taula:
‘ decimals correctes xifres significatives

0.001234 + £ x 107° 5 3
50.789 £ 1 x 1073 3 5

En la primera entrada, I'iltima xifra no es ni decimal correcte ni xifra significativa. En la
segona, tots els decimals sén correctes i totes les xifres son significatives. \V4

1.1.4 Fites de ’error de representacio
Tornant als errors de representacid, tenim la segiient

Proposicié 1.1.15 Sigui xz € R, x # 0 amb representacio en punt flotant infinita i normalit-
zada donada pel teorema|1.1.1

x=s(0.a1an... )%, i #0.

Suposem b parell. L’error absolut de la seva representacio en punt flotant en base b i t digits
satisfa les segiients fites:

ealfir(w). )| = | finlr) — ] < 0

ea(fa(e),2)] = | falw) —a] < b
Les fites per Uerror relatiu sén:

e (@), )] = [Pr 2] < e

e (fla(e), )| = [FAD 22| < Ty
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Prova: Sigui z = s(0.aas ... )b% La fita per e, (fly(z)) se segueix directament de la definicié
de truncament. Per la fita de e, (fl;(z)) fem

T (0oqag..oap . )bt (0caqag .oy )y

— q—t —t
‘ﬂT(fv) x’ - b b < bt (1.5)
a

on la darrera desigualtat és deguda al fet que b™' < (0.aqan...qq...), (la representacié és
normalitzada).
La fita de I'error absolut pel cas d’arrodoniment s’ha de fer en dos casos:

e S5i0 <y < b/2, aleshores

[fla(z) —2| = fe] = |flal@)] = (0.0 Q... )y b

t

_ L.
- (0.at+1at+2...)bbq ¢ S ibq t.

e Sib/2 < ayy <b-—1, aleshores:

| fia(z) — x|
= [fla(z)| = |z]
= (0.&1 oo (o + 1))bbq — (0.@1 e e PR 11/

= ((0.0él R Oét>b -+ bit — (0.0[1 Ce Oét)b — (OO (t) OO{t+1Oét+2 Ce )b)

= (bb—(t“) — (0.0 9. Oy r g - .- )b)

IN

b (b — o) b Y < Zpat,
— 2

<b/2

La fita de lerror relatiu per arrodoniment es dedueix amb el mateix argument que a ((1.5). O

A partir d’ara considerarem només representacié en punt flotant per arrodoniment.
Es a dir, sera sempre fl = fl ,.
La fita de I'error relatiu de representacié motiva la segiient definicié.

Definicié 1.1.16 A una aritmética de punt flotant F'(b,t, @min, Gmaz ), la quantitat %bl_t s’ano-
mena precisio de la maquina.

1.2 Errors a les operacions

1.2.1 Aritmetica de punt flotant

Suposem que tenim una maquina amb precisio €. Es facil comprovar que les operacions
aritmetiques (+,—,-,/) entre nombres maquina no necessariament donen un nombre maquina.
Per tant, no podem reproduir exactament les operacions aritmetiques i ens hem de conformar
amb substituts aproximats &, ©, ®, ©, que anomenem operacions en punt flotant.
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En la practica totalitat d’ordinadors i calculadores, I'inic error que comenten les operacions
en punt flotant és el de la representacié del resultat. Es a dir, si x i ¥ sén nombres maquina,

r@y = fllr+y) r®y = fllr-y)
oy = filx—y) roy = filz/y)

Aixo implica que, cada cop que efectuem una operacié en punt flotant, cometem error. A mida
que el calcul avanca, introduim nous errors i propaguem els errors de calculs anteriors.

La notaci6 by, z0y, t ®y, x @y, no és standard. Es més habitual denotar filz +vy),
filr —y), filz -y), filz/y). De fet, aquesta darrera notaci6 s’estén al cas en que x,y no sén
nombres maquina:

fille+y) = fi(filx) +Aly), Alx—y) = Afl(z) - fi(y)),
flzy) = Afl(z)- fi(y)), Alx/y) = A(fi(z)/ fily)).

Usant aquesta notacid, x i y poden ser directament nombres o bé expressions. En aquest darrer
cas, les regles anteriors s’apliquen recursivament fins a acabar tenint nombres com a arguments
de tots els fl. En veurem exemples més avall.

El fet que considerem que 'error de les operacions és el de la representacié del resultat fa
que puguem obtenir la precisié de la maquina a partir de 'aritmetica de punt flotant.

Definicié 1.2.1 FEs coneiz com a epsilon de la maquina el nombre positiu € més petit que
sumat a 1 dona diferent de 1:

e=min{e >0:fi(l+¢)#1}.
L’epsilon maquina és precisament la precisié de la maquina.

Proposicié 1.2.2 Per a una maquina que trunca, [’épsilon maquina és b*~', mentre que per
una maquina que arrodoneixr €s %bl_t.

Prova: Es proposa com a exercici. O

Nota 1.2.3 La definicié és la definicid classica d’epsilon maquina de 'analisi numerica.
No obstant, n’existeix una altra definicié que esta molt estesa, segons la qual I’epsilon maquina
¢és el nombre que s’ha de sumar a 1 per a obtenir el segiient nombre dins la representacié en
punt flotant. D’acord amb les nostres definicions, aquest increment és b'~*, donat que 1 —¢ és la
potencia de b que correspon a 1'iltim digit de la mantissa de 1. Tant C com Octave segueixen
aquesta altra definicié. A Octave ho podeu comprovar mitjangant la comanda

eps

que retorna b'~t = 2752 donat que t = 53 al format IEEE-doble. A C, els ¢psilon maquina dels
formats de punt flotant float i double sén les constants FLT_EPSILON i DBL_EPSILON definides
a float.h.

D’acord amb la proposicid [I.2.2] I’épsilon maquina de la definicié per la precisi6 doble,
és a dir, el nombre més petit que sumat a 1 déna diferent de 1, és %bl —t =272, Si ho intenteu
comprovar amb Octave, sembla que no sigui veritat:

1==1+2%*(-53)
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El motiu és que 'arrodoniment de I'aritmetica IEEE-doble fa servir una regla de desempat cap
als parells: si s’ha d’arrodonir a t digits un nombre del qual el bit £ + 1 és 1 pero els bits del
t + 2 cap a endavant sén tots zero, s’arrodoneix cap al nombre que té el bit ¢ parell, és a dir,
que té el bit ¢ zero. Aixo vol dir que si el bit ¢ és 0 (sota el suposit de que tots els bits del ¢ + 2
en endavant son zero), s’arrodoneix cap a avall, mentre que si el bit ¢ és 1 s’arrodoneix cap a
amunt. Ho podeu comprovar modificant 1"iltim bit del nostre candidat a epsilon maquina:

1==1+(2%* (-53) +2** (-105) )

Comproveu que el paréntesi que envolta la segona suma és essencial: la suma en punt flotant
no és associativa. \V4

1.2.2 Propagaci6 dels errors a les operacions

A continuacié estudiem I'efecte de la propagacié d’errors a les operacions mitjancant exemples
basics.

Exemple 1.2.4 Com a primer exemple d’estudi de la propagacié d’errors en les operacions,
anem a afitar ’error comes en el calcul de xy. Si suposem que ni x ni y sén necessariament nom-
bres maquina, el que calcularem realment és fi(x) ® fl(y). Com abans, anomenem e ’épsilon—
maquina. Per a certs dy, 0y, 03 verificant |d1[, |d2|, [03] < €, tindrem

filr) = z(146),
Aly) = y(1+b),
fl@)® fily) = fi(z) fi(y)(1+ds)
= ay(14 1) (14 d2)(1 + d3)
= xy(1+ 1 + 02 + 9102)(1 + d3)
ry(1+ 61 + d2)(1 + 03)
(
(

Ty 1+(51+52+(53+(53(51+52))
Ty 1+51+(52+(53)

En l'anterior cadena d’igualtats, cada cop que hem escrit un ~ ha estat perque hem eliminat
sumands que sén producte de dos o més errors. Aquest procés 'anomenarem “eliminar termes
d’ordre superior” i el farem de manera sistematica. Moltes vegades escriurem = en comptes de
~. D’acord amb l’anterior,

& (fi(z) ® fi(y)) = o1 + 2 + 03,
d’on
lex(fi(z) @ fi(y))| < 3e,
o0, escrit de forma equivalent,
er(fl(z) ® fi(y)) = 3e.
Per tant, també tenim

ea(fi(z) ® fli(y)) = 3|zyle.

Si z,y fossin nombres maquina, tindriem d; = d5 = 0 i I'error relatiu estaria fitat per ¢. \V4

Exemple 1.2.5 Anem a estudiar l'error degut a les operacions en el calcul de (a1 @ as) @ as,
suposant que ap, as, az sén nimeros maquina.
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Calculem e, ((a; @ ag) @ a3). Aquest cop fem anar la notacié fi:

(a1 + CL2 + ag)
fllay + az) + fi(as)) (1 + b2)
fllar + az) + a3) (1 + 65)

(
= (
— (ﬂ(a1 +ﬂa2)(1+51)+a3>(1+52)

(a1+&2 1+51)+a3)(1+5g)

(a1+a2+a3+51(a1+a2))(1+52)

= a1+ as + az + 61(a1 + az) + d2(a1 + az + az) + 6162(a1 + az)
ar + az + az + 01(ar + az) + d2(ar + az + as)

a1+a2
= 14+6—F— 5),
(a1+a2+a3)( + 1a1+a2+a3+ 2

(a1 ®az) ®ag = fi
(

essent |d1|, |02] < e. Per tant,

ai + as

—— +0s. 1.6
a1 + as + as 2 ( )

€r((a1 ® ap) Gs) =0

Notem que, si §; # 01 |a; + as| > |ay + as + ag|, Uerror relatiu es dispara. Una de les coses que
se segueix d’aix0 és que 'ordre de sumacié és important, i per tant la suma en punt flotant no
és associativa.

Vegem-ne un exemple. Treballem amb b = 10, ¢ = 8 i definim

= 0.23371258 x 1074,
b = 0.33678429 x 107,
¢ = —0.33677811 x 10°%.

Aleshores,

(a®b)®c = 0.33678452 x 10% — 0.33677811 x 10?
= 0.64100000 x 1072,

(b®c)®a = 0.61800000 x 10~ 4 0.23371258 x 10~*
= 0.64137126 x 1073,

El resultat exacte és a + b+ ¢ = 0.641371258 x 1073.
Mirem quin valor pren el factor d’amplificacié en cada cas.
o ay ey |
Casl|a b ¢ 5.25x10*
Cas2| b ¢ a 0.964

Noteu que es prediu molt bé la perdua de digits en el cas 1.

El que esta passant és que s’esta donant el procés conegut com a cancel-lacié: quan, en el
cas 1, sumem a @ b i ¢, estem restant quantitats molt properes i en fer-ho perdem 5 digits (feu
la resta a ma i veureu que obteniu 5 zeros al comengament).

Segurament us heu adonat que en el cas 2 també hi ha una cancel-laci6 (en la primera suma
que es fa), perd en aquest cas no dispara lerror, tal com prediu . La rad és que estem
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suposant que a, b, ¢ sén nimeros maquina, i en fer b @ ¢ de fet estem obtenint la suma exacta
b+ c. Per tant aquesta cancel-lacié no esta introduint cap error. \V4

La conclusié que s’ha de treure de I’exemple anterior és que les cancel-lacions no sén peri-
lloses en quant a introduir errors en les operacions, pero son fatals en quant a propagar errors
acumulats, com tornarem a veure a la seglient seccié.

Exemple 1.2.6 A l'exemple hem vist que 0.1 no es representa exactament a cap
aritmetica binaria. El segiient codi Octave permet comprovar 'acumulacié d’error en operar
amb 0.1:

format long g
a=0 ; for i=1:100 a+=0.1; end; a

Observeu que l'error acumulat és superior a ’epsilon-maquina de 'aritmetica IEEE-doble.

El motiu pel qual les calculadores treballen en base 10 és evitar I’acumulacié d’error amb
quantitats amb les que treballem exactament quan calculem en base 10 amb poques xifres, com
és el cas d’aquest exemple. El codi equivalent per una calculadora HP—48,49,50,

0 1 100 START .1 + NEXT

no acumula cap error. \V4

1.3 Propagacio dels errors a les dades

Comencem per estudiar com es propaguen els errors suposant que fem les operacions de manera
exacta. Tot i que no és veritat mai, suposar les operacions exactes és del tot raonable quan
I’error en les dades d’entrada és uns quants ordres de magnitud superior a I’épsilon-maquina.

A continuacié anem a provar una proposicio que fita la propagacié d’errors en fer operacions
aritmetiques, suposant que aquestes s’efectuen de manera exacta. Abans d’aixo, recordarem la
formula de Taylor en diverses variables.

Proposicié 1.3.1 (Férmula de Taylor en diverses variables) Sigui f : U C R* — R,
a € U, U obert estrellat respecte de a, f € C*¥*Y(U). Aleshores, per tot h t.q. a+h € U,

fla+h) = fla)+> 0 fla)hi+ % >0, f@hihy+ -+
i=1 ’

ij=1
n

1
+ 4 Z ak Fla)hs, .. hi +

1
114yl =1

on & € (0,1) depen de h.

Proposicié 1.3.2 (férmula de propagacié de ’error maximal) Sigui f : U C R" — R,
r = (x1,...,x,) € U, U obert estrellat respecte de x, T; aprorimacid de x; peri = 1,....,n,
T = (Zy,...,T,) € U. Aleshores, menyspreant productes d’almenys dos errors,
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(0) ea(f(Z1,. . Tn), f(21,. .. 20)) = Z@xif(az)ea(%i,xi),

) e.(f(@1,....T0), fla1,. .. 2 Z xzaxzf ) (i ).

Per a les corresponents fites, tenim

n

(¢) eal f@1, o Tn) f(@1,- @) = 3100, f(@)]Ea(@i, 21).

i=1

57«<I’i, l‘l)

WMMMJMNWWW:Z%%@

Prova: Si considerem la férmula de Taylor (proposici6 |1.3.1)) amb resta d’ordre 2,
fla+h)= +Z@mlf h+2' Z 2 wf(a+Enhihy,
i,j=1

i menyspreem la resta d’ordre 2, només cal prendre a = x i h = T — x per obtenir

~ 3 0, fla)h
=1

que és 'apartat @ L’apartat (]E[) s’obté usant la definicié d’error relatiu. Els altres apartats
s’obtenen prenent valors absoluts i usant la desigualtat triangular. 0

Proposicié 1.3.3 Suposem que T és una aprorimacié de x i que iy €s una aprorimacio de y.
(a) e(T Ly, xty) =euT,x) L e, (y,y).
(b) Perax,y#0, e.(7y,zy) = (T, 2) + €,:(Y, y)-
(¢c) Perax,y#0, e.(7/y,x/y) = e.(Z,2) — e-(y,y).
Per a les corresponents fites,
(d) (T £y, v +y) =@, 2) + (YY),
(e) Per ax,y #0, e.(2y,2y) = .(z,x) + (4, y).
(f) Perax,y#0,e.(2/y,x/y) = (T, x) +e.(y,y).
També tenim
(9) ea(TY, xy) = ye (T, x) + xeq (v, y).
(h) ea(Ty, 2y) = lylea(T, x) + [zlea(y, ).
(i) Peray #0, ea(T/7,2/y) = (1/y)ea(@, ) = (2/y*)ea(y. y)-
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() Per ay#0, ea(@/y,2/y) = (1/lyl)ea(@, z) + (|2[/y*)ea (¥, y)-
Prova: Fem, per exemple, i (). Prenent f(z,y) = z/y i aplicant la proposici6 [1.3.2]

e(T/y) = e(f(2,9), [(z,y))
— Me (7, 7) + Yo, f(x,y)

f(x>y) N f(l’,y)
_oeWy) YY)
x/y T( ) )+ x/y r<y7y>

= &(T,7) = ey, y)-

er(Y,y)

Prenent valors absoluts, tenim

lex(Z/y, 2 /y)| < lex(T, )| + ler (5, y)l,

d’on
e (/y) = (T, 2) + &,(y, y).

La resta d’apartats es demostren de manera similar. 0

Nota 1.3.4 Per a x,y # 0, els apartats , , , (ED es poden obtenir a partir dels apartats
(]ED, , @, @) passant a error relatiu. Per exemple,

ea(TY, xy) = |zyle. (7, vy) = |zyl(er(T, 2) + £,(7,))
= |zyl(ea(T, 2)/|x] + €a(@, )/ 1Y])-

d’on s’obté . No obstant, aquesta prova no és val-lida per a x = 0 o y = 0. Tal com es diu
a la demostracio de la proposicio [1.3.3], es pot fer una prova directa d’aquests apartats a partir
de la proposicié |1.3.2] \V4

Nota 1.3.5 Alguns dels apartats de la proposicié admeten una prova directa senzilla
sense necessitat de recorrer a la proposicié m Per exemple, 'apartat es pot provar com
segueix:

Eg - (CC + 6a(57 ZL’)) (y + ea(g7 y))
=xy+ xe(U,y) + yeo (T, z) + e4(T, x)ea (Y, y).

Menyspreant el producte de dos errors, obtenim
ea(TY, vy) = TY — 2y = Yyea(T, ) + vea(y, ),

tal com voliem veure. \V4

Exemple 1.3.6 Suposant que les operacions es fan exactament, anem a determinar l’error
efectuat en el calcul de z;23, essent

7, =2.0+0.1,
Ty = 3.0 0.2.
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Traduint aixo al formalisme en que treballem, tenim

€a(T1,11) = 0.1 = (71, 11) = €a(xN1,x1) 0.05
|71
€a(T2,72) = 0.2 :@»ex%¢@):€A$T“)_oo&w
T2
Fent servir la proposici6 [1.3.3], apartat (e), obtenim
er(T175,1123) = &,(T1, 1) + &,(T5, 23)

67"(%17 Jfl) + 87’(%27 'IQ) + 67"(527 ‘132)

57"(%1’ xl) + 257“(%27 x2)
= 0.05+2 x 0.0667 = 0.183.

Passem a error absolut,
~ ~2 2 ~ ~2) (2 2
Ea(T123, 1173) = |2125]e, (2173, m123) = 3.30,

i, per tant, podem escriure,
T3 = 18 £ 3.30.

V

Durant un calcul llarg, en la major part de situacions estarem interessats en l’evolucié de
I’error relatiu, donat que esta directament relacionat amb el nombre de xifres significatives que
tenim al llarg del calcul. Des d’aquest punt de vista, el producte i la divisié sén operacions
“segures”. Cada cop que multipliquem o dividim dues quantitats afectades d’error, l’error
relatiu del resultat “només” és la suma dels errors de les dades.

No passa el mateix amb sumes i restes. A partir de la proposicié [1.3.3] o bé directament de
la proposicié amb f(x,y) = x +y, s’'obté
x
r+y

e(T+y,z+y) = ‘ & (1, ). (1.7)

Er ('%/7 $) + ‘L
r+y
D’aquesta féormula, podem deduir:
e La suma d’operands del mateix signe també és “segura’, al igual que el producte i la
divisio.
o Siz] <yl
o _ el
[z +yl ~ lyl =zl
i, per tant, encara que &,.(, x) sigui gros, si tant el factor |z|/|x +y| com &,.(¥, y) sén prou

petits, £,.(T+7, z+y) sera petit. D’aixo se’n diu esmorteiment de ’error, degut a que
I'error relatiu al resultat és més petit que el maxim dels errors relatius dels arguments.

<1

e Si x,y sén de signes diferents, almenys un dels factors

|z] lyl
[z +yl" |z +yl
sera > 1 i l’error relatiu que porta multiplicant es veura amplificat. Aquesta amplificacié

és drastica si x &~ —y, és a dir, quan hi ha cancel-lacions, tal com hem comprovat a
I'exemple [1.2.5]
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Exemple 1.3.7 Anem a veure un exemple de com una cancel-lacié pot eliminar tota la precisié
que teniem i un esmorteiment la pot recuperar. Definim

a= 0326724+107" = ¢,.(a,a) =3.06 x 107"
b=—0.326725+10"7 = ¢&,(b,b) =3.06 x 1077
c= 0248763+ 1077 = ¢,(¢,c)=4.02x 107"

Suposem que fem les segiients dues sumes de manera exacta:

d=a+b, ¢e=d+c

Trobem la fita de 'error relatiu de la primera suma:

e(d,d) = e(@+ba+bd) = |—=|e(d a)+|—=|e.(b,b)
a+b a+b
= 327000 x 3.06 x 1077 4327000 x 3.06 x 107"
= 0.200.
L’error relatiu s’ha disparat. De fet, I'error absolut ve donat per
al@—+b,a+b) =e4(d,a) +ea(b,b) =2 x 1077,
d’on
a+b=—0.000001 £2x 107"
i és clar que a a + b hem perdut 5 xifres significatives.
Continuem operant: en fer € = d + ¢, podem fitar I'error relatiu per
_ - d | .~ R
er(€,e) = g(d+e,d+c) = ' — e (d,d) + |=——|&-(¢, ¢)
d+c d+c
= 4.01 x 107% x 0.200 + 1.00 x 4.02 x 107"
1.20 x 107°.

Al resultat final tenim error relatiu petit, malgrat haver tingut una cancel-laci6 fatal enmig del
calcul. L’esmorteiment 'ha compensada. \V4

A continuacié veurem un resultat per fitar la propagacié de I'error a través de 'aplicacio
d’una funcié qualsevol, suposant que aquesta funcié s’avalua exactament.

La férmula de propagaci6 dels errors maximals (proposicié permet fitar la propagacio
de I'error a través de ’aplicacié d’una funcié qualsevol. El seu s més freqiient és per a funcions
d’una variable ¢ : R — R, en la forma segiient:

6a(¢(§)7@($)) = go’(:r)ea(:v,x),
e x x)) = :cgo’(a:)e T,T
(p(2), () 2(0) (@, @),
(@), p(x)) = |¢'(2)lea(T, ),
er(pl@), ooy = LN G o)
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El nombre
|z[l¢" ()]
o (2)]

és el factor d’amplificacié (o reduccié) d'una fita de 'error relatiu d’una quantitat = en aplicar-li
una funcié qualsevol ¢(z) (que suposem que s’avalua exactament). Es per aixo que es coneix
com a coeficient de propagacio.

Una aplicacié immediata de la proposicié anterior és la classificaciéo d’expressions ma-
tematicament equivalents des del punt de vista de la propagacié d’errors. Vegem-ne un exemple.

Exemple 1.3.8 Suposem que volem calcular a = (3 — 2v/3)*, prenent /3 ~ 1.73205. Definim
z = /3, T = 1.73205, de manera que

£q(T, )

e (T, 7) = =4.66 x 107"

|z
Una possibilitat per trobar a és fer a = ¢1(x) := (3 —2x)*. Suposant que poguéssim avaluar
¢1 exactament, obtindriem @ = ¢1(Z). Trobem la corresponent fita de 'error relatiu:

AT

5r(901 (§)7 ®1 (il?)) = o1 (jf)
’4(3 _27)3(—2)F
3278

= 29.86 x 4.66 x 1077 = 1.39 x 107°.

e (T, )

El coeficient de propagacio corresponent a aquest calcul és 29.86.

Pensant en millorar la propagaci6 de l'error, podem pensar a fer a = (3 — 2\/5)4 = (21 -
124/3)? i avaluar, per tant, a = (21 — 122)? =: y(x). Obtenim la corresponent fita de I’error
relatiu,

e
AT (5 )
902(33)

‘2(21 —127)(-12)7
(21 — 127)2
= 193.00 x 4.66 x 1077 = 8.99 x 1072,

&r(a(7), p2())

e (T, x)

que surt pitjor que el cas anterior. El factor de propagacio és, en aquest cas, 193.00.
Una altra possibilitat és a = (21 — 12v/3)? = 873 — 5042 =: p3(x). La fita, en aquest cas, és
~ 5(1)T
ET(SO?) (.17), ¥3 (.CE)) (,03(55)
—504z
873 — 504z
= 18817 x 4.66 x 1077 = 8.77 x 1073,

e (T, x)

e (T, x)

que és molt pitjor (factor de propagacié 18 817). De fet, en aquest cas, la férmula de propagacié
de I'error maximal esta detectant el fent que, en avaluar 873—504x, es produeix una cancel-lacié.
En canvi, si “desracionalitzem”,

873+504v/3 9

a = (873 — 504V/3 =
( )873 +504v/3 97 + 56w

= 904(1‘)7
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i la fita de I'error relatiu queda,

. _|A@F
@) = [
_ —56x~ e(F,7)

= 0.50 x4.66 x 1077 = 2.33x 107",

amb factor de propagacié 0.50, que és el millor amb diferencia.

Per tant, des del punt de vista numeéric, la millor férmula per a avaluar (3 — 2v/3)*
9/(97 + 56\/5). De fet, aquest fet és independent del nombre de decimals que es prenguin a
I’aproximacio de V3.

El segiient codi Octave mostra el valor d’aquestes quatre expressions en precisié doble:

a=(3-2*sqrt(3))**4 ; b=(21-12%sqrt(3))**2 ;

c=873-504*sqrt(3) ; d=9/(97+56*sqrt(3))

format long e

[ a; b; c; d]

D’acord amb la nostra analisi, el valor més precis és I"iltim. Observeu la diferencia entre els
dos darrers valors. \VA

1.4 Propagacié d’errors en dades i operacions

Combinant 'estudi de la propagacié dels errors a les operacions i de la propagacié d’errors a
les dades, es poden tenir en compte els dos efectes simultaniament. Vegem-ne un exemple.

Exemple 1.4.1 Tenim una quantitat £ amb un error relatiu de mesura fitat per E. Si z és la
corresponent quantitat exacta, suposem x,Z > 0. Volem avaluar ’expressio

f(@) = 3+ a)?
a un ordinador fictici que representa amb error relatiu fitat per e, fa operacions aritmetiques

amb error relatiu fitat per 2¢, fa arrels quadrades amb error relatiu fitat per 3¢ i fa logaritmes
neperians amb error relatiu fitat per 5e. Volem trobar una fita de 'error relatiu de

ﬂ( 3+ (In :%)2) com a aproximaci6 de 3+ (Inx)?

tenint en compte errors a les operacions.
Si “expandim fi”, tal com hem fet fins ara, obtenim

A3+ (Inz)?)
= VAB+ (Inz)2)(1 + J5)

3+ fl((Inz)?)) (14 64)(1 + d5)

3+ (filnz))2(1+03)) (1 + 64) (1 + 85)

(
(
34 ()1 +8)) (L +8)] L+ 8)(1+65)
|

3+ ((In(a(1+ &) 1+61>>><1+52>)2<1+63>}<1+64><1+65>

I
—_ = = =
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on
|do|
|61
|02

IAIA A

M (mesura),

€
5e

(representaci),

(In),

Per a acabar, hauriem de trobar § tal que

3+ (Inz)?)(1+ )

- ¢P+Qm@u+mﬂ+&mu+%D?Hwﬂﬂ+&ﬂme

|65]
|64]
|65 ]

VAIVANIVAN

2 (producte),
2¢  (suma),

3 ()

(menyspreant errors de segon ordre), hauriem de fitar |§| en termes de les fites de les |§;], i
aquesta fita seria la resposta. No és que sigui impossible, pero seria extremadament tedids.
Una estrategia més senzilla i sistematica és acumular aproximacions dels errors a primer
ordre usant la férmula de propagacié de I’error maximal (proposici6 . Trenquem el calcul
de f(x) en operacions elementals i considerem els valors exactes i aproximats a cada etapa:

To
T
Ty
T3
Ty

Ts

mesura(x), Ty =
ﬂ(.%o), r, =
f(lnzy), Ty =
ﬂ(ﬁ)v T3 ‘=
A3+ z3), Ty =
ﬂ( E4>, Ty =

w?
To
In z;
ZE22

3—|—£L‘3

N

x?

Inz,

(In z)?

3+ (Inz)?

V3 4+ (Inx)2.

Obtindrem progressivament ,(Zo, o), &-(%1, 1), £-(T2, T2), €,(T3,x3), €-(T4, T4), €,(T5,x5). A
cada pas tindrem en compte l'error introduit per 'operacio i la propagacié de ’error acumulat.

e Sigui dy = e,(mesura(x)), d’on mesura(z) = z(1 + dy), per a |dy| < E. Aleshores,

57"(%&1‘0) = €T($<1+50),$) = F.

e Sigui ; = e,.(fl(Zy), x0), d’on fi(Tog) = To(1 + 01), per a |§;| < e. Aleshores

é‘7‘(2517 xl)

- €r<§0(]— + 51), l’o) = 8T<50(1 + 51),1’0 . 1)

prop. [[3.3]

Er(fo,{lfg) + 5r(1 + 51, 1) = F + €.

e Sigui 02 = e, (fl(InZy),Inxy), d’on fi(lnz;) =Inz; (1 + J2), per a |d2| < 5e. Aleshores,

Er (ﬂ(ln 71),In xl)

67"(%27 x?)

= er(lnfl(l —1—52),111:61)
67»(1H%1,1n$1) +€r(1+52,1) (18)

1
prop.:m |ZL‘1 | o]

|1n:1:1|

e-(T1,71) +5e =

E+¢

€.
|hr193|jL ©

Noteu que, a ([1.8)), el primer terme correspon a la propagaci6 de I'error acumulat (e,(71, x1)),
mentre que el segon terme és el nou error introduit degut a ’avaluacié del logaritme en

punt flotant.
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e Sigui 03 = e, (f1(73,73)), don fi(72) = T2(1 + d3), |3] < 2e. Aleshores,
81“(%37*%3) = Er(ﬂ(§3)7$22) = Sr(fg(1+63)axg>
= 5r(ﬁ:x§)+5r(1+5371) (1.9)

2 ~ E
Mer(l‘Q,xQ) _|_2€ = 2( te
| In z|

ol +55> + 2¢
2

2
= an’(EJrg) + 12¢.

Novament, a (1.9)) el primer terme correspon a la propagacié de error acumulat (e, (72, z2)),
i el segon és I'error introduit pel producte en punt flotant.

Si continuem el procés, acabem amb

(E +¢)|Inz| + 6¢| Inz|?
3+ |Inz|?

+ 4e,

d’on, si separem els termes que multipliquen £ dels que multipliquen ¢, obtenim

| In x|
3+ |Inz|?

| In z| +6|lnx|2>

1.1
3+ |Inzx|? (1.10)

+e (4 +
Sense voler fer una analisi detallada, observeu que, per a valors “moderadament grans” i “mo-

deradament petits” de |z|, les expressions

| In z| |Inz| + 6] Inx|?
3+ |Inz?’ 3+ |Inz|?

no so6n gaire grans. D’aqui se segueix que, només que € sigui uns quants ordres de magnitud
menor que F, lerror degut a les operacions (segon terme) es fa menyspreable al costat de la
propagacié de lerror a les dadesﬁ Aquesta és una situacié del tot habitual, i per aixo, en
general, “ens podem creure” els calculs fets en calculadores i ordinadors.

Observeu també que, si haguéssim fet el calcul de la propagacié de ’error de mesura suposant
les operacions exactes, hauriem definit

o(x) :=+/3+ (Inx)?

i hauriem calculat

£ (9(0),p(0) = P @),

que és el primer terme de ((1.10)). \V4

Nota 1.4.2 Al final de I'exemple anterior hem vist que, si volem estudiar la propagacio de
Ierror relatiu en Z, que suposem fitat per E, a través de l'expressié /3 + (Inz)2, obtenim que
aquest error esta fitat per

| In z|

30bserveu que diem “I’error” perd sempre estem parlant de fites!
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Noteu que aquesta expressié val zero si x = 1. Aix0 ens podria portar a pensar que quan
x = 1 no hi ha propagacié de l’error, cosa que és impossible, perque la funcié /3 + (Inx)? no
és constant en un entorn de z = 1.
Una reflexié sobre aquest fet us portara a descobrir que esta passant: la funcié f(z) =
3+ (Inxz)? satisfa f'(1) = 0. Aixo vol dir que I'efecte dels errors és de segon ordre i la nostra
analisi, en menysprear els errors de segon ordre, no els detecta. Per fitar ¢, (¢(Z), ¢(z)) en el
cas que x = 1 només cal expandir per Taylor fins a ordre 2 i menysprear la resta de Lagrange,
d’ordre 3. \V4

1.5 Algorismes estables i inestables. Problemes mal con-
dicionats.

Direm que un algorisme és numericament inestable quan petites pertorbacions dels resultats
inicials produeixen una gran diferencia en el resultat final. Aixo el fara inservible des del punt
de vista numeric, donat que amplificara de manera sistematica els errors de les dades inicials.
Vegem-ne un exemple.

Exemple 1.5.1 Considerem la familia d’integrals

1
En:/ z"e* Ldz.
0

Més endavant veurem metodes per a aproximar integrals definides, pero ara volem fer una cosa
més senzilla i més eficient: integrant per parts, es veu de seguida que

E,=1- nEn—la

1
E0:/ erl=1—e"
0

Aixo suggereix el segiient procediment per trobar E,,:
EO =1 6_1

Vi=1,2,...,n
Ei f:]_—iEi_l

i és immediat calcular que

Suposem que volem trobar Ea. Amb el segiient codi Octave, generem els valors {E;}2%,
sobre el vector fila ee[] mitjancant la recurrencia anterior.

n=20;

ee(1)=1-exp(-1);

for i=1:n ee(i+l1)=1-i*ee(i); end
transpose(ee)

Obtenim FEyy negatiu (de fet, Ejg ja ho és), mentre que hauria de ser positiu, donat que
I'integrand de la definicié de E,, és positiu. Per tant, Fy no té cap xifra significativa (i Eig)
tampoc. Si avaluem numericament les integralsﬁ mitjancant la funcié quad () i comparem amb
els valors obtinguts mitjancant la recurrencia, podem observar la propagacio de 'error.

4Al darrer tema veurem metodes d’integracié numerica
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format long e
for i=0:n eee(i+1)=quad(@(x) x**ixexp(x-1),0,1); end
[ transpose(ee) transpose(eee) transpose(ee)-transpose(eee) ]

Fem una analisi de I'error simplificada suposant que, en I’avaluacié de la recurrencia anterior,
les operacions son exactes i només es propaga l'error de representacié de Ejy, que esta fitat per
I’epsilon-maquina de la precisié doble, que és 16" = 275 = 1.1102 - 10~ '°. Per tant, al el
nostre model de propagaci6 d’errors, comencem amb EO = Fy + eg i obtenim recurrentment
E; =1—1iF;_;. Si anomenem ¢; ’error en el calcul d'E;, es verifica

€, = Ez — Ez =1- iEi—l — (]_ — iEi_l) = —i(Ei_l — Ei—l) = —2'61'_1
Aix0 vol dir que a cada pas l'error es multiplica per i. Aixi,
en=-—ne,_1 =n(n—1)e, 2 =---=(=1)"nleg

d’on ey = 20ley ~ 2.4329 - 10'® x 1.1102 - 10716 = 270.11. Com que de I'expressié de E, se
segueix que |F,| < 1, aquest model d’error no garanteix cap xifra significativa per Fa.

Tot i aix0, aquesta recurrencia es pot aprofitar. Observem que, si iterem cap a enrere, 1’error
disminueix en comptes d’augmentar. En efecte: si tenim

En = En+€n7

llavors, com que
1—-FE;
Ei—l - . )
1

i per les integrals aproximades usarem la mateixa recurrencia,

jd 1— EZ
Eiy=——, (1.11)
i
tindrem B
_ 1—E, 1-E, 1
S S SIS S
1 7 72
d’on ( )k '
En+1 En+2 —1)*n!
= - == etk 1.12
n+l  (n+1)(n+2) (n R (1.12)

Si, suposant que volem trobar FE,, podem escollir E,,; de manera que, en iterar enrere k
| . . . . .
vegades, el factor m hagi eliminat e, , ja ho tindrem.
Per a fer aixo, observem

1 1 1 1 1
|E,| = ‘/ x"ex’ldx‘ < / |z e |dw < / 2" |dx :/ z"dr = ,
0 " 0 0 n+1

d’on, si prenem E’n+k = 0, tindrem |e, x| = |En+k — Bkl = |Enak] < ﬁkﬂ, i, per tant, de
([T12),
n!
e < ———
lenl < (n+k+1)!

Emprem aixo per trobar Fsy. Mitjancant la funcié
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erre=0(n,k) factorial(n)/factorial(n+k+1);

i provant valors de k, obtenim que la primera k que fa que n!/(n + k + 1)! sigui menor que
I’epsilon-maquina de la precisié doble és k = 11. Iterem cap a enrere des de F3; := 0 fins a Fy
mitjancant

n=20; k=11; ee(n+k+1)=0; for i=n+k:-1:n+1 ee(i)=(1-ee(i+1))/i; end

El valor Ego el trobem dins ee (21). Comparant amb el valor de la integral avaluada numericament
que hem calculat abans,

format long e
eee(n+1)
ee(nt+1)

observem que totes les xifres son correctes. \V4

Com hem vist a I’exemple anterior, quan tenim un algorisme numericament inestable per
resoldre un determinat problema, hem de mirar de modificar-lo per desfer-nos de la inestabilitat.

Pot passar que, per a un determinat problema, petites variacions en les dades d’entrada
produeixin grans variacions en els resultats finals, independentment de I’algorisme emprat en
la seva resolucié. En aquest cas parlarem de problemes mal condicionats.

Exemple 1.5.2 Un sistema lineal mal condicionat: el sistema

2.0000x + 0.6667y = 2.6667
1.0000z + 0.3333y = 1.3333

té per solucié x = 1,y = 1. Modifiquem lleugerament un dels coeficients:

2.0000x + O.666y = 2.6667
1.0000x + 0.3333y = 1.3333

Aquest sistema té solucié = = 1.6666,y = —1.0000. I el sistema

2.0000z + 0.6666ly = 2.6666]
1.0000z + 0.3333y = 1.3333

té infinites solucions, r = 1.3333 — 0.3333z,y = 2. v

Exemple 1.5.3 (Wilkinson, 1963) Considerem el polinomi

p(z) = (x—=1)(z—2)...(z —19)(x — 20)

20 19 18 17
= x5 t+ax” +ax” +azx + -+ ag,

on
a = —210, as = —1672280820,
as 20615, :
as —~1256850,  aypy = 20!,
ay = 53327946,
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tal com podeu comprovar a Octave mitjancant poly(1:20). Per construccié, aquest polinomi
té per arrels 1,2, ...,20. Pertorbem-lo lleugerament i considerem

p(x) + 2—233:19'
A Octave, podeu trobar numericament les arrels del polinomi pertorbat mitjancant
roots( poly(1:20)+2**x-23xeye(21)(2,:) )

Veiem que un petit canvi (2723 ~ 1.192 x 1077) en el coeficient a; ha causat que diversos zeros
passin a ser complexos i alguns d’ells estiguin allunyats diverses unitats de l’eix real.

El problema no és d’inestabilitat numerica de I’algorisme emprat per trobar els zeros (que
no és el cas), siné de mal condicionament del problema. Escrivim

p(x,ar) == 2* + ax™ + -+ + a9z + ag.

L’equacio

p(.flj, a’l) =0
defineix x implicitament com a funci6 de a;. La seva derivada, dx/da;, ens donara la variacié
de les arrels de p(x) respecte del coeficient a;. Per a trobar-les, derivem implicitament

d ap dx dp
0=— e —
dalp(x’ al) 8 dCLl + 8a1’
d’on

]319

a1=-210 Z H] 1,]7&7,( j) .

La sensibilitat de cada arrel respecte d’a; s’obté avaluant la quantitat anterior a cada arrel,
ie.,

dx

axr T ap/aal
dCLl

a=—210  Op/Ox

_2'19

a1=—210,z=1 Z H] 17]751( ) .

o
8@1

Els valors sén:

’ ‘ 8x/8a1|$:i H i ‘ ax/aa’ﬂm:i H i ‘ 8x/aa1|a¢:i H i ‘ ax/aa’ﬂ:r:i ‘
—82x1071%| 6 58 x 1071 || 11 | —4.6 x 107 || 16 2.4 x 10°
82x 1071 | 7 | 2.5 x 10? 12 2.0 x 10% | 17| —1.9 x 10?
8
9

—1.6x 107 6.0x10* || 13| —6.1 x10% | 18| 1.0 x 10°
2.2x%x 1073 —83x10° || 14| 13x10°(19|—-3.1x 108
—6.1 x 107! 0| 7.6x10% [|[15]—=2.1x10°|20| 4.3 x 107

T W N | =,

—_

Es clar que, llevat de les primeres arrels, totes sén molt sensibles a petites variacions d’a;.

D’aix0 se segueix que, tot i que p(x) tingui arrels enteres ben facils, si proveu de determinar-
les numericament els errors de representaci6 dels coeficients (i.e., e, ( fl (al)), R ( ﬂ(am))) in-
troduiran errors considerables en les arrels. Aquest ’observareu si proveu de trobar numericament
les arrels del polinomi a partir dels seus coeficients, per exemple mitjancant

roots(poly(1:20))

a Octave. \V4
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Algebra lineal numerica

L’objectiu d’aquest capitol és estudiar metodes per la resolucio de sistemes d’equacions lineals
en un ordinador, com ara

T+ To 4+ 3xy = 4
2.7)1 + To— T3+ T4 = 1
3ZL‘1 — X9 — I3 + 21’4 = -3 ’

—$1—|—2$2—|—2$3— Ty = 4

que, matricialment, s’escriu Az = b essent

1 1 0 3 1 4
2 1 -1 e |
A=l 35 40 4 o =11 "= 5|
1 2 2 -1 T4 4

on A és la matriu de coeficients, z és el vector d’incognites i b és el terme independent.

Els meétodes que veurem pertanyen a la familia de métodes directes (per resoldre sistemes
lineals). Anomenem metode directe tot aquell que, llevat dels errors d’arrodoniment, construeix
la soluci6 exacta en un nombre finit de passos.

En tots els metodes que descriurem suposarem que el sistema lineal té solucié tnica, és
a dir, que det A # 0. Es diu en aquest cas que A és regular, o no singular. Determinar
numericament si una matriu és regular o no i quina és la dimensio del seu nucli és un problema
que no és facil d’automatitzar. Es pot abordar amb metodes com la descomposicié en valors
singulars (singular value decomposition, o SVD).

2.1 Sistemes lineals senzills

2.1.1 Matriu diagonal

Suposem que tenim un sistema lineal Az = b amb A matriu diagonal n X n no singular, és a
dir

a1 0 . 0 1 bl
: 0 ’
0 A 0 Ann Tn bn

amb aj1,...,a,, 7 0. En aquest cas, podem fer, simplement
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Vi=1,2,....n
%:bz‘/az‘,z‘

i, en acabar, haurem efectuat un total de n divisions.

2.1.2 Matriu triangular superior

Un sistema lineal no singular de la forma

Uyl U2 - Utn—1 U1n Ty by

U2 - U2, n—1 U2.n T2 by
unfl,nfl unfl,n Tn—1 bnfl

Un,n Ty by,

se resol fent substitucié endarrere.

Algorisme 2.1.1 (substitucio endarrere)

Vi=nn—1,...,1
n
b= X i

Comptem el nombre d’operacions:
e Divisions: n (una per cada valor de 7).

e Productes: fem un producte per cada terme del sumatori.

3> 1=3 i - 5

i=1 j=i+1

Recordeu la férmula de la suma d’una progressié aritmetica: primer terme més ultim,
multiplicat pel nombre de termes i dividit per dos.

e Sumes i restes: si tenim en compte la resta juntament amb les sumes, fem una suma o
resta per cada terme del sumatori. Per tant, el nombre de sumes i restes és el mateix que
el de productes.

Si sumem totes les operacions, obtenim

#{divisions} + #{productes} + #{sumes i restes}
n(n —1) N n(n —1)

-t 2

= n2.
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2.1.3 DMatriu triangular inferior

Un sistema lineal no singular de la forma

ll,l x by
12,1 l2,2 X2 ba
ln—1,1 ln—l,z . ln—l,n—l Tp—1 bn—1
ln,l ln,2 s ln,n—l ln,n T bn

se resol fent substitucio endavant.

Exercici: Formuleu algorismicament la substitucio endavant i compteu el nombre d’operacions
necessari per dur-la a terme.

2.2 Metode de Gauss

Per sistemes lineals amb matriu de coeficients general i no singular farem servir el metode de
Gauss, que ja coneixeu. En aquesta seccié en deduirem una formulacié algorismica.

Pensant en descriure un algorisme general, desenvolupem el metode de Gauss per resoldre
un sistema lineal general 3 x 3 Az = b, amb

o ol !
I R Il T
8 ol o) !
El primer pas del metode de Gauss és
o ol aff |50
o o) )|
) ) off]
el
2:2:8@%2}32 ai " ars . aiy ol b N
— > 0 agy—maia;y Gy3—Ma1ay; by’ —mg1b; ,
0 agg—m&lag% aé%—m371a§1§ bgl)—m&lb(ll)

on hem definit my; = ag% / aﬂ imgy = ag% / agi (s6n els multiplicadors del pas 1 de 'elimi-
nacié gaussiana). Anomenem A®) aquesta tltima matriu i fem un pas més:

1 1 1 1
0o ol
2
0 azo Q33 b3
) (1) (1)
FseFr(aé?%/a(f%)@ %11 a%% a%g bé)
7 0 CL272 ) a/273 5 9 62 9
0 0 af)—myaaly | b —my by
1 1 1 1
) ot o
S R 1
) )
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on hem definit ms 9 = a:(f% / a%. El sistema lineal original Ax = b és equivalent a
aﬂxl + afg@ + af?),xg = bgl)

asywy + afrs = b7 ¢,

ey = )

que es pot resoldre mitjangant substitucié endarrere (algorisme [2.1.1)).
El procediment general el podem formalitzar en el segiient

Algorisme 2.2.1 (métode de Gauss)

VE=1,2...,n—1 (pas)
Vi=k+1,k+2,...,n (fila)
Mg = aﬁ) / a,(f,z (multiplicador, a,(f,l es diu pivot )
‘v’j:k—k’l,quQ,...,n (columna)
8l
b§’“+1) = bz(-k) - m@kb,(f) (terme independent)

Més en general, suposem que resolem alhora p sistemes lineals amb matriu de coeficients
coincidents,

AZElzbh AZL’QZbQ, N Axp:bp.

En aquest cas, el metode de Gauss es duu a terme mitjancant la reduccié simultania de tots
els termes independents. La matriu inicial és

1 1 1 1
RPN A ) S O 1
i la matriu final
1 1 1 1
[l )
a6 b

El pas d’una a I’altra es duu a terme mitjancant el segiient

Algorisme 2.2.2 (métode de Gauss per resoldre p sistemes simultaniament)

Vk=1,2,....n—1 (pas)
Vi=k+1,k+2,...,n (fila)
My 1= agf‘z/a,(c]fll (multiplicador, a,g]f,l pivot)
Vi=k+1,k+2,....,n (columna de la matriu de coeficients)
(k1) _ (R) _ (k)
a;; = a;) — Miga
Vi=1,2,...,p (columnes dels termes independents)
e = ptF) iy, ptF)
1,] 2¥) % 7j

Comptem el nombre d’operacions d’aquesta darrera versio.
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e Productes i restes: els podem comptar simultaniament, donat que, per cada valor de j
als dos bucles més interns, efectuem tant un producte com una resta.

n—1 n n ¥4

Sy (Y )

k=11i=k+1 j=k+1 j=1
N——

tros matriu  tros termind

n

= ”Z Z (n—k—l—p)

k=1 i=k+1

-1

3

I
(]

1

—_

no depén de ¢

n—1 n—1 n—1
(n=kP+> (n—kp = Y i*+p> i
k=1 j=1 j=1

n—1)n(2(n—1)+1)

i
L

= (n—Fk)(n—Fk+p)

i

1

n(n —1)

6

2

2n3 — (3 = 3p)n? + (1 — 3p)n

6

Recordeu que hi ha férmules per sumar algunes potencies d’enters consecutius, com ara

(@) 142+ ---+n=n(n+1)/2,

(b) 12+22+---+n? =n(n+1)(2n+1)/6,

() B+24+---+nP=(nn+1)/2)* =1+2+---+n)%

e Divisions:

Z Z 1:Z(n—k): (n—1+21)(n—1) _n22_n.

k=1 i=k+1 k=1

El nombre total d’operacions és

#{ops} = 2#{restes,productes} + #{divisions}

4n3 — (6 — 6p)n* + (2 — 6p)n N 3n? — 3n

6

6

4n3 — (3 — 6p)n? + (—1 — 6p)n

6

Si p < n, llavors
3

#{ops} = 2i + 0

3

(n®

).

Nota: Molts llibres consideren fer una suma i un producte com una operacié. Amb aquest
conveni, el nombre d’operacions del metode de Gauss és n®/3 + O(n?).

2.3 Estrategies de pivotatge

Tal com hem descrit I’eliminacié gaussiana, si un dels a;,

(k

) esdevé zero enmig del procediment

no podem continuar. Com que det A # 0, sabem que existira ¢ > k tal que ag;) # 0. Si
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intercanviem les files 7 i k, que equival a haver comengat amb una matriu de coeficients amb
aquestes files intercanviades, podrem continuar. D’aquest procés se’'n diu pivotar files.

Amb aquest procediment (o sigui, intercanviant files només si el pivot surt zero), podem
resoldre qualsevol sistema lineal no singular suposant que treballem amb precisié infinita (a ma
o amb un manipulador simbblic H Amb aritmetica finita, no té sentit preguntar-se si a,(gk,)g és
igual a zero, donat que pot ser que teoricament sigui zero pero a la %)ractlca no degut als errors
d’arrodoniment, o viceversa. Podem considerar que ak k, = 0si ]a | es troba per sota certa
tolerancia, pero llavors hi ha el problema de triar la tolerancia.

A més d’aix0, pivotar només quan tenim certa certesa que ay = 0 pot introduir inestabilitat

numerica, com podem veure al seglient

Exemple 2.3.1 Volem resoldre amb aritmetica de punt flotant amb b = 10, ¢t = 4, el sistema

T + x3=1
r1 + 0.0001xy + 223 = 2
T, + To + T3 = 0
Apliquem el metode de Gauss.
Fy  FB—Fy
1 0 111 P PR 1 0 111
1 0.0001 2|2 ey 0 0.0001 1] 1
1 1 110 0 1 0]—-1
. 1 0 1 1
He BB o 00001 1 1

0 0  —10000

(requadrem els numeros que s’han hagut d’arrodonir degut a 'aritmetica de 4 digits). Si ara
resolem fent substitucié enrere, obtenim

z3 = —10000/(—10000) = 1,
2o = (1—x3)/0.0001 = 0,
ry = 1—5(]3 = 0.

Si haguéssim aplicat el metode de Gauss sense cometre errors d’arrodoniment, a 1'ultim pas
haguéssim obtingut

1 0 1 1
0 0.0001 1 1 ,
0 0 —10000 | —10001
d’on la solucié exacta és
xg = —10001/ — 10000 = 1.0001,
2 = (1—13)/0.0001 = —I,

1Us podeu preguntar: per qué no treballem sempre amb precisié infinita? D’una banda no tindria sentit
fer-ho en el cas en que treballem amb dades experimentals, perque les dades experimentals tenen error. D’altra
banda, treballant amb precisié IEEE-doble un programa vostre en un llenguatge compilat com C o FORTRAN
pot arribar a fer un nombre d’operacions per segon igual al 20% de la freqiiéncia del processador. Un parell
d’experiments us convencera que aixo és impensable amb un manipulador simbolic.
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En particular, a I'xy trobat amb 4 digits no tenim cap xifra significativa. \V4

Canviem d’estrategia: a cada pas d’eliminacié gaussiana, prenem com a pivot el maxim
element en valor absolut de la columna. D’aquesta estrategia se'n diu pivotatge mazximal per
columnes.

Exemple 2.3.1 (Continuacié) Si ho fem en el sistema anterior, el primer pas de Gauss queda
igual i el segon és

1 0 1|1 1 0 1|1
0 0.0001 1| 1 el oo 1 0]-1
0 1 0|-1 0 0.0001 1| 1
10 1] 1
F3<—F3—10*4F2\ 01 0 _1
001

d’on, fent substitucié enrere, obtenim
xs = 1.000/1 = 1,
To = — 1/1 = —1,
r1 = 1—23 = 0.

En aquesta solucié aproximada amb 4 digits, totes les components tenen totes les xifres signi-
ficatives. \V4

No obstant, també es poden trobar exemples en els quals el pivotatge maximal per columnes
també fracassa.

Exercici: Resoleu, amb aritmética en punt flotant amb b =10 it = 4, el sistema

T —|— T3 = ]_
1000021 + x2 + 20000x3 = 20000 » ,
Ty + 22 + T3 = 0

1 comproveu que s’obté el mateir que en resoldre el sistema de ['exemple|2.5. 1| sense fer pivotatge

El problema en aquest ultim exemple és que la matriu del sistema esta desequilibrada, és
a dir, entre els seus coeficients n’hi ha d’ordre de magnitud molt diferent. Existeixen metodes
per equilibrar matrius, que fan que el pivotatge maximal per columnes vagi bé en la practica
totalitat dels casos. En matrius equilibrades sense problemes de divisors petits, genericament
el pivotatge maximal per columnes déna millors resultats que no pivotar. Es poden trobar
exemples en els que no pivotar déna menys error que pivotar, pero en aquests casos pivotar no
significa un increment significatiu de l’error.

Formalitzem el metode de Gauss amb pivotatge maximal per columnes en el segiient

Algorisme 2.3.2 (Metode de Gauss amb pivotatge mazimal per columnes)

Vk=1,2,...,n—1 (pas)
Sigul ipmae € {k,k+1,...,n} t.q. |a§:11k
intercanviem les files k i i, de A
Vi=k+1,k+2,...,n (fila)

| = max;—k k1.0 ‘GE%
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My = ag,lz)/al(ﬁ (multiplicador, a,gf,)g pivot)
Vi=k+1,k+2,...,n (columna de la matriu de coeficients)
a(k.—i_l) = a(k.) — M a(k)
J i, Lk
Vi=12...,p (columnes dels termes independents)
b =) — )
1, 1, 3 ]

En comptes de fer pivotatge maximal per columnes, existeix la possibilitat d’efectuar pivo-
tatge complet, que es pot descriure mitjancant el segiient

Algorisme 2.3.3 (Metode de Gauss amb pivotatge complet)

Vk=1,2,....n—1 (pas)
SIQUT Tmazs Jmaz € {k,k+1,...,n} t.q. |a
intercanviem les files k i ipqy de AW
intercanviem les columnes k i jmas de A®)

(k)

tmaz Jmaz

(k)

.3

| = MaX; j=k k+1,...n |

Vi=k+1,k+2,...,n (fila)
Mg = agfz)/a,gf,l (multiplicador, a,(f,)g pivot)
Vi=k+1,k+2 ....n (columna matriu de coeficients)
(k+1) _ (k) _ (k)
CLZJ — CL,L,] mz’kakﬂ-
Vi=1,2...,p (columna terme independent)
(k+1) __ 1 (k) (k)

Notem que, si fem pivotatge complet, intercanviar columnes implica reordenar les incognites,
i aixo ho hem d’“enregistrar” d’alguna manera per, en acabar, saber a quina incognita es refereix
cada columna (no ho hem especificat a I’algorisme [2.3.3)).

Existeixen estudis de propagacié dels errors d’arrodoniment que donen fites millors per
al pivotatge complet que per al pivotatge maximal per columnes. No obstant, I'experiencia
practica demostra que aquesta millora teorica no compensa la complicacié addicional de reor-
denar incognites i el temps de comput addicional requerit per la cerca del pivot.

2.4 Descomposicié LU

Definicié 2.4.1 Sigui A matriu no singular (és a dir, det A # 0). Anomenarem descomposicio
LU de A tota descomposicio

A=LU
amb L, U matrius n X n de la forma
1 Uy Uiz Urz ... Uiy
l271 1 UQ’Q 'LL273 e u27n
L=| lsn 32 1 , U= uz3 ... Uzn ||
ln,l ln,? ln,3 o1 Un,n

és a dir, L triangular inferior amb 1°s a la diagonal i U triangular superior.

Una de les utilitats d’aquest tipus de descomposicié és que, si tenim A = LU, podem
resoldre un sistema lineal Az = b en dues etapes:
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e trobem y € R” tal que Ly = b,
e trobem x € R” tal que Ux = y.

Cadascun d’aquests sistemes és triangular i requereix n? operacions (de fet Ly = b reque-
reix n operacions menys, degut als elements 1 de la diagonal de L). Aixi, un cop tenim la
descomposiciéo LU, per resoldre diversos sistemes lineals amb la mateixa matriu de coeficients,

AIl = bl, ALE‘Q = bQ, Al’g = bg, ceey (21)

podem resoldre cadascun en 2n? operacions (2n? — n, de fet), contra les 2n?/3 + O(n?) de fer
tota 'eliminacié gaussiana.

De fet, ja hem vist com resoldre diversos sistemes lineals alhora amb la mateixa matriu de
coeficients mitjancant una tnica eliminacié gaussiana: es tracta de fer servir un dels algorismes
222 232 0R2.3.3 amb p > 1. En aquest cas, fer servir la descomposicié LU no suposa cap
avantatge. Pero, per a poder fer servir un dels algorismes 2.2.2, 2.3.2] 0 2.3.3] amb p > 1, cal
conéixer tots vectors by, by, ... de . Hi ha situacions en les que el vector b;11 no es coneix
fins que no s’ha resolt el sistema Ax; = b;. Vegeu el metode de la potencia desplacada a la
secci6 2.7.3

Podem obtenir la descomposici6 LU com a producte de l’eliminacié gaussiana, tal com
mostra la seglient

Proposicié 2.4.2 Sigui A matriu n X n no singular.
(a) Si existeix la descomposicic LU d’A, és unica.

(b) Si es pot dur a terme leliminacico gaussiana de A sense pivotalges (o sigui, si es pot
completar l’algorisme amb p =0), llavors ezisteiz la descomposicio LU d’A, i és

) HORAE M

, a172 . e 0/17,”
(2) (2)
m 1 a .a
I , U=AM = »2 A (2.2)
Mp1 Mnp2 1 ag?T)'L

Prova: Vegem primer (a). Suposem A = L1U; = LyUs, on Ly, Ly sén triangulars inferiors amb
1’s a la diagonal, i Uy, Us sén triangulars superiors. Aleshores tenim

L Uy = LyUs.
Multiplicant per la dreta per U; ' als dos costats de la igualtat, obtenim
Ly = LU, Uy,
i multiplicant per I’esquerra per L, a les dues bandes de la igualtat, obtenim
Ly'Ly = U,U (2.3)

Ara hem de tenir en compte que
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El producte dues matrius triangulars superiors és una matriu triangular superior.

La inversa d'una matriu triangular superior no singular és una matriu triangular superior.

El producte de dues matrius triangulars inferiors amb 1’s a la diagonal és una matriu
triangular inferior amb 1’s a la diagonal.

La inversa d’una matriu triangular inferior amb 1’s a la diagonal és una matriu triangular
inferior amb 1’s a la diagonal.

Exercici: Demostreu totes aquestes afirmacions.
Aleshores, podem representar esquematicament la igualtat (2.3)) aixi:

x O ... O
1 x ... O
* % ... 1 X

D’aqui es dedueix que els simbols x sén 1 necessariament, i tant els simbols *x com [ sén
necessariament zero. Per tant,

Lyl = UUt =1,
d’on L1 = L2 i U1 = UQ.
Anem a provar (b). Suposem que portem a terme l’algorisme amb p = 0. Podem
escriure matricialment el pas k aixi:

1) (1) (1) (1)
1 ayq .- Ayp A ge1 - Qi
(k) (k) (k)
1 ek k1 -0 Qkn
(k) (k) (k)
—Mpy1k 1 g1k Yt1k+1 -0 Qppam
(k) (k) (k)
— Mk 1 Upi Gy -+ Gun
(1) (1) 1) 1)
al’l . e e a/lyk a/]-’k_i_l . .. al’n
(k) (k) (k)
- rpr  Opgyr -0 Qg
- (k+1) (k+1) ’
0 A1 kr1 -0 Yrin
(k+1) (k+1)
0 Uppyl -+ Onn

que denotarem abreujadament com
F, AW = A+
Iterant la relacié anterior, obtenim

U:=A" =F,_\F, ,...F,;AY,
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que és triangular superior. Aillant A® de la igualtat anterior, obtenim
FOARY  E L E LU =AW = A
Per a acabar, només hem de veure que, si definim
L:=F1'F' FLF

n—1

es verifica la primera igualtat de (2.2)).
Per a aixo, escrivim Fj, en forma més manipulable. Considerem els vectors

0 0
:(k (k=1
0 0
mg = | Mgrie |, ep:= | 1
M2,k 0
My, k 0

(e és el k—esim vector de la base canonica). Aleshores

0
mie, = 0 (0 010 0)
M1,k
My k
0
0
= 0 (2.4)
M1k 0
M,k 0
d’on
Fk =1- mkeg.
Anem a comprovar que
FEo' =1+ mye; .
En efecte,
(I 4+mpe) ) —mpey) = I —mpel +mpe] — mpe, mpe,

= I —my(efmple, = 1,
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donat que
0
0
eamp=(0 ... 010 ... 0)] mpp | =0.
M2k
Mok
Aleshores

L = F'FY 0 FY
(I +mye] )T +mgey)...(I +mu_ie) )

T T T
I'+mie; +moey + -+ my_1€, 4.

Anem a justificar I'iltima igualtat. El resultat del producte (I+mye])...(I+m,_ie! ;) s’obté
sumant tots els monomis que s’obtenen d’agafar un terme de cada parentesi i multiplicar. Hi
ha tres possibilitats:

e Agafar I a tots els parentesis, que només déna el monomi /.

e Agafar [ a tots els parentesis llevat d’'un. D’aquesta manera s’obtenen els monomis

T T T
mlel 5 m262 g eeey mn_1€n_1.

e Agafar almenys dos m;e] . D’aquesta manera s’obtenen monomis de la forma

T, T _ T T
coomge; mye; ..o= oomg(e; myle; .

per a ¢ < j. Tots aquests monomis sén zero, donat que

0
t(J
e;m; = (0 ...010...0) 0 =
; Mj+1,5
My, j
Finalment, usant (2.4) amb k =i per a i =1,...,n, obtenim
L = I+ mlelT + mge;r 4+ 4 mn,le,ll
1
man 1
Mp1 My ... 1

)

tal com voliem veure. OJ
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A la practica, la descomposicié LU s’implementa usant 1’algorisme amb p = 0, pero
s’aprofiten les posicions zero de la matriu de coeficients per guardar els multiplicadors. Aixi,
comencant amb A = A, a l'inici del pas k tindrem
1

(1) 1) (1) (1)

(1) (
11 1,2 Qg Apgr - Qg
(2) (2) (2) (2)
m271 CL272 a;27k a2’k+1 PR a/27n
(k) (k) (k)
ka mk72 e ak7k ak7k+1 P ak7n 9
m m al®) a® a®
k+1,1 k+1,2 - k+1,k k+1,k+1 - k+1,n
(k) (k) k)
Mp1 Mmp,2 . a’n,k an,k+1 . An.n
mentre que, un cop finalitzat el pas k, tindrem
(1) (1) (1) (1) (1)
a1 a9 ay A g1 -+ Q1p
(2) (2) (2) (2)
ma1 ag2 gk (9 k+1 Qg n
(k) (k) (k)
mE,1 M2 A & Apkr1 -+ On
(k+1) (k+1)
Mit+11 Mgt12 -0 Mt Lk | Oppipy1r -0 Qjyim
(k+1) (k+1)
mn’l mn’Q e mn’k an7k+1 “ e an7n
En acabar (al final del pas n — 1), tindrem
(CORNCY) (1)
a171 a/172 DY . .. a/l’n
2
Mma1 Qg2
Y
(n—1) (n—1)
anfl,nfl n—1,n
(n)
mn71 o e P mn7n_1 aﬂn’n

de manera que a la part de sota de la diagonal tenim L, i la diagonal juntament amb la part
de sobre formen U.

Exercici: Descriviu en forma algorismica la resolucié d’un sistema lineal Ax = b un cop es té
la descomposicio LU. Recordeu que cal resoldre dos sistemes,

Ly =1, Uz =y,

el primer dels quals és triangular inferior amb 1°s a la diagonal i el seqgon és triangular superior.

2.4.1 Descomposicié LU amb pivotatge maximal per columnes

Tal com hem plantejat la descomposicié LU, presenta dos inconvenients
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e Existeixen matrius no singulars sense descomposicio LU.
e Tot i que la descomposicié LU existeixi, la seva obtencié pot ser numericament inestable.

Ens preguntem llavors si el metode de Gauss amb pivotatge maximal per columnes (al-
gorisme dona algun tipus de descomposicio LU. La resposta és afirmativa, i aquesta
descomposicio no és la de la matriu inicial siné la d’'una permutacié de les seves files. Abans
d’enunciar-ho en forma de proposicid, introduim les matrius de permutacio.

Definicié 2.4.3 Direm que una matriu n X n, P, és una matriu de permutacié si les seves
files (o, equivalentment, les seves columnes) son una reordenacid de les de la identitat.

La utilitat de les matrius de permutacié consisteix en que multiplicades per 1'esquerra re-
ordenen files; mentre que multiplicades per la dreta reordenen columnes. Esquematicament,
suposem que

001 [ €3 ]
P = 1 00 = [ (&) ] = €9 €3 (&) y
010 [ e ]

on ey, e, e3 son els vectors de la base canonica de R3, i els usem indistintament com a files o
columnes. Aleshores, si f1, f2, f3 sén vectors fila qualssevol,

[ ] [ s ]
prlL 2 1)=(0 A ]
VE [ ]

i, si ¢, co, 3 86N vectors columna qualssevol,

C1 Co C3 P = Co C3 C1 s

Proposicié 2.4.4 Sigui A matriu n X n amb det A # 0. Aleshores existeiz P matriu de
permutacio i existeixen L, U de la forma

U1 U2 .- Uy n
1
l271 1 Uz, 2
L - . Y U - u’l’L—l - 7
U
ln,l ln,n—l 1 T
[ s ]
P= s ,
[ 65n ]

on | es, | representa una fila amb el s;—ésim vector de la base canonica, tals que

7

PA=LU.

A més, P,L,U es poden trobar amb el segiient algorisme:
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AL = A
Vi=1,2,...,n
S; =1
Vk=1,2,...,n—1
AW = (ai,j)i,j:1,2 ..... n
SIGUL Tmag 1.Q. | @iy o] = MAXi—k g1, |G k]
intercanviem files imq, i k de A® (TOTA la fila).
intercanviem Si S, ..
Vi=k+1,k+2,...,n
Qi 4 i/ Ak
Vi=k+1,k+2,....n
Qjj <= Q45 — Qg Ak, j

A(k+1) — (ai,j)i,j=172 ..... n-

Prova: No la fem. La podeu trobar a Golub & Van Loan: Matriz Computations, 3a edicid.
Es el teorema 3.4.1. ([l

I[l-lustrem I'aplicacié d’aquesta proposicié amb un exemple.

Exemple 2.4.5 Anem a fer la descomposicié LU amb pivotatge de la seglient matriu.

1 2 3
A= 2 3 4
3 46
Comencem amb s = (1,2, 3).
F1<—>F3
" 1 2 3 —(3.2.1) 3 46
AY =12 3 4 2 3 4
3 46 1 2 3
Py F—(2/3)Fy 3 4 6
RS UAEN 2/3] 1/3 0 | —. 4®
1/3] 2/3 1
F2<—>F3
5=(3,1,2) 3 46
1/3 2/3 1
2/3 1/3 0
3 4 6
Rt CL)EN 1/3 2/3 1 —. A®

2/3 [1/2] -1/2

Com que, en acabar, s = (3,1,2), tenim

1 0 0 3 4 6 00 1
L=11/3 1 o, uv=|o023 1 ., P=(100
2/3 1/2 1 0 0 —1/2 010

Comproveu que, efectivament, PA = LU. \V4
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2.5 Calcul de determinants 1 inverses de matrius

Primer de tot, s’ha de remarcar que el determinant no és una quantitat gaire rellevant numericament.
En particular, NO és una bona mesura de “com a prop de singular” es troba una matriu. Es
molt facil trobar matrius gairebé singulars amb determinant molt gran, i també matrius “for-
tament” regulars amb determinant molt petit.

Un cop dit aixo, per calcular el determinant es pot fer servir qualsevol dels algorismes
que hem vist, donat que tots estan basats en I'eliminacié gaussiana, i I’eliminacié gaussiana
és una transformacié que preserva el determinant (llevat del signe, que canvia cada cop que
intercanviem files). Aix{, per exemple, per trobar el determinant amb ’algorisme (amb
p = 0), s’han de comptar el nombre de cops que s’intercanvien files, i, en acabar, el determinant
és

( -1 ) F#intercanvis ag%i (2?

) n
2...(1,”7”.

Respecte d’'invertir matrius, primer remarquem que s’ha d’evitar sempre que es pot. Un
dels casos més freqiients en que sembla que s’ha d’invertir una matriu pero no cal és per fer el
producte

Mo,

on M és una matriu n X n i v € R". En una situacié com aquesta NO s’ha d’invertir M i
multiplicar per v, siné que s’ha de resoldre el sistema

Mx = .

Llavors, x és el vector desitjat.
Un cop dit aixo, per invertir una matriu n X n A, s’han de resoldre n sistemes lineals,

Al'l:el, AQZ’QZBQ, ey Axn:en,

on e; € R™ és I'i—esim vector de la base canonica. Aleshores,
Ail = T i) c. Tn

La resolucio dels sistemes es pot fer de diverses maneres, per exemple:
e Fent reduccié de Gauss simultania de n sistemes lineals (algorisme amb p = n).

e Fent la descomposicié LU de A i resolent després els n sistemes lineals mitjancant subs-
titucié endavant i substitucié endarrere.

2.6 Propagacié de ’error en la solucié de sistemes lineals

En aquest capitol hem estudiat metodes directes per la solucié de sistemes lineals. Per definicid,
aquests metodes no presenten errors de truncament. Si que estan afectats pels errors d’arro-
doniment, estudiats al capitol anterior, i també propaguen els errors en les dades d’entrada.
Existeix una teécnica, coneguda com andalisi de l’error cap endarrere (backward error analysis),
segons la qual el resultat corresponent a un seguit d’operacions en punt flotant es pot obtenir
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aplicant el mateix algorisme suposant operacions exactes a dades d’entrada lleugerament per-
torbades. Gracies a aix0, 'estudi de la propagaci6 d’errors a les dades d’entrada en la resolucié
de sistemes lineals permet estudiar també la propagaci6 dels errors d’arrodoniment.

En aquesta seccié volem tractar la propagacié d’errors en la solucié de sistemes lineals
mitjancant el concepte de nombre de condicio. Per a aixo cal poder mesurar tant vectors com
matrius, de manera que necessitem el concepte de norma.

Definici6 2.6.1 (norma vectorial) Una norma vectorial sobre C" és una aplicacid || - || :
C" — R que satisfa, per a x,y € C"* 1 a € C arbitraris:

(a) [lx] =0,
(b) ||z|| =0 si i només si x =0,
(¢) llaz]| = |alll],

(d) ||lz+y|l <llz|| + ||yl (desigualtat triangular).

Algunes normes habituals son, per a x = (x1,...,z,) € C",

o [zl = \/]z1|? + 222 + - - - + |2a]? (norma euclidiana).
o ||z]|o = max{|x1]|, |x2|,. .., |xnl} (norma del maxim).
o llzlly = faa] + fwa| + - + [aa].

Definici6 2.6.2 (norma matricial) Denotem per C**™ el conjunt de matrius n X n a coefi-

cients complezos. Una norma matricial és una aplicacié || - || : C™*™ — R que és una norma
. 2 . . . ., . 2

vectorial sobre C™ mitjancant la identificacio de C**™ ¢ C™".

Definici6 2.6.3 (norma matricial multiplicativa) Una norma matricial és multiplicativa
si satisfa ||AB|| < ||A||||B||, per a A, B € C™*™ arbitraries.

Definici6 2.6.4 (norma matricial subordinada a norma vectorial) Donada una norma

vectorial || ||, la norma matricial subordinada, ||||m, es defineix mitjangant
[Az]]
[[Alm = max || Az|
zecn |lz]| - eC
T llzll=1

Habitualment denotarem una norma matricial subordinada a una de vectorial igual que la norma
vectorial, i, per tant, escriurem
[A]] = max [|Az].
xcC"
llzll=1

Definicié 2.6.5 (radi espectral) Per a A € C"*", el radi espectral de A, que es denota per
p(A), és el modul mazim dels seus valors propis, és a dir

p(A) = max{|A| : A € Spec A}.

Proposicid 2.6.6 Les normes matricials associades a les normes vectorials habituals es poden
calcular mitjancant les expressions:
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(a) |Alla = \/p(ATA), on AT := AT.
(b) [[Alloc = maxi<i<n {5, laiil},
(c) 1Al = maxi<j<n {320, layl},

on A e C™".

Definicié 2.6.7 (nombre de condicié) Donada una norma matricial || || subordinada a una
norma vectorial, per a A € C™™ arbitraria es defineix el seu nombre de condicid en aquesta

norma per
pu(A) = [lA[I AT

Per a les normes habituals, denotarem
pa(A) = [AllIIAT 2, poo(A) = Al A oo, (A) = [AIL[ATH 1.

El fet que el nombre de condicié controla la propagacié d’errors mitjancant la resolucié de
sistemes lineals queda establert per la segiient proposicio.

Proposicié 2.6.8 Siguin A € C™*" no singular (det A #0), b € C" i denotem per x la solucio
del sistema Ax = b. Considerem Ab € C" una pertorbacio del terme independent i denotem
per x + Ax la solucid del sistema pertorbat, és a dir, A(x + Ax) = b+ Ab. Es compleizen les
estimacions

(a) ||Az| < [[ATH][[|Ab],

[[Az] [[Ad]|
ISR T

on les normes matricial © vectorial que hi intervenen son associades.

Prova: Com que Az+ AAx = A(x+Ax) = b+ Abisabem que Az = b, obtenim que AAx = b,
d’on Az = A71Ab i, de la definicié de norma matricial subordinada a una de vectorial,

1Az]] < JATHI] A (2:5)

Per a provar la segona desigualtat, ens cal fitar ||z|| inferiorment. Ho fem a partir de Az =b i
la definicié de norma subordinada:

b= Az = |[bol| < [[Allllz]| = [[=[| = l|o]l/|IA]l-
Fent servir aixo, de (2.5)) obtenim

1Azl _ [AZHIIASL _ AT ABIAN _
el = el il

™
lu A N
ST

com voliem veure. O

Les matrius que tenen nombre de condicié molt gran s’anomenen matrius mal condicionades.
Quan resolem sistemes lineals, el nombre de digits amb que treballem determina quins sén els
nombres de condicié més grans amb que podem obtenir solucions amb sentit.
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Exemple 2.6.9 Les matrius de Hilbert constitueixen una familia molt coneguda de matrius
mal condicionades. La matriu de Hilbert n x n es defineix com

1
H, — <— , ) .
145 — 1/1<ij<n

Per exemple,

1 1/2 1/3
(1 op _
= ) =iz

En Octave, la matriu de Hilbert n x n s’obté mitjancant la comanda hilb(n). Podeu tabular
els nombres de condicié en || ||« de les matrius de Hilbert per an = 1,2,...,10 mitjancant

for i=1:10; cndh(i)=cond(hilb(i),Inf); end; transpose(cndh)

Suposem que volem resoldre un sistema lineal Az = b en IEEE-doble, on A és una matriu
de Hilbert. D’acord amb I’analisi de ’error cap endarrere, ’efecte dels errors d’arrodoniment es
pot tenir en compte a través d’una pertorbacié adequada dels coeficients del sistema i el terme
independent. No calculem aquestes pertorbacions. No obstant, per fer-nos una idea del seu
efecte, anem a suposar que sén de I'ordre de I’eépsilon-maquina, i, per simplificar, suposarem que
només afecten el terme independent. Aleshores, d’acord amb la proposicié hem d’esperar
un error en || ||o igual a poo(Hy)e. En Octave, podem avaluar aquesta estimaci6 de l'error aixi:

cond(hilb(n),Inf)*eps/2

Amb el segiient codi, podem veure quin és I’error que es comet en resoldre el sistema H,z = b
perab=H,(1,1,...,1)":

n=10; A=hilb(n); xe=ones(n,1); b=A*xe; x=A\b; norm(xe-x,Inf)

Podeu observar com l'error és inferior al predit, pero és igual de drastic: perdem casi totes les
xifres. Aix0 no passa amb matrius “habituals”, tal com podeu comprovar si substituiu hilb(n)
per rand(n) a la linia anterior. \V4

2.7 Vectors i valors propis

Recordeu que, per a una matriu A € C™*", es diu que A € C és valor propi de A si existeix
v e C" v#0 tal que Av = \v. En aquest cas, v s’anomena vector propi de valor propi \.
Denotarem

A € Spec A, wveVy(A).

2.7.1 Teorema de Gershgorin

Es un resultat que permet obtenir molt facilment estimacions dels valors propis d’una matriu
en termes dels seus coeficients.
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Teorema 2.7.1 (Gershgorin) Tota matriu A = (a; j)1<ij<n € C"" compleix

Spec A C U{u €eC:lp—a,l < Z |la; ;| }-
i=1 j=1
i
Dit en paraules: els valors propis de A es troben a la unio dels discos amb centres als elements
de la diagonal © radis la suma dels valors absoluts dels elements de la resta de la columna.

La demostracié la podeu trobar per exemple al llibre de Stoer & Bulisch.

Nota 2.7.2 Com que Spec AT = Spec A, el teorema de Gershgorin també es pot aplicar per
files. \Y%

Exemple 2.7.3 Considerem la matriu

1 01 -0.1
A= 0 2 04
—-02 0 3

Aleshores els valors propis de A estan inclosos a la segiient unié de discos:

{p:lp—1<02U{p:|p—2<0.01}U{p:|pn—3l<0.5}

Al llibre de Stoer & Bulirsch també trobareu la prova del segiient corol-lari:

Corol-lari 2.7.4 Si la unio de k dels discos de Gershgorin és disjunta amb la unio dels n — k
discos restants, llavors la primera unio conté exactament k valors propis (comptant multiplici-
tats), mentre que la segona en conté n — k (també comptant multiplicitat).

A Texemple 2.7.3] com que els tres discos son disjunts, aplicant el corol-lari deduim que

cada disc conté exactament un valor propi.

2.7.2 Metode de la potencia

Es tracta d’una estrategia senzilla per trobar el valor propi dominant d’'una matriu A € C**",
juntament amb un vector propi corresponent.

Teorema 2.7.5 (Métode de la poténcia amb quocients de Rayleigh) Suposem A € C"*",
SpecA={\,..., \,} CC, i

(Al > [Ao] = [As] = -+ = [Aq].
Sigui {uy,...,u,} una base de vectors propis associada. Prenem un vector 9 inicial
20 = a1u1 + aoUo + + - - + AUy,

i suposem ay # 0. Li apliquem A itertativament i generem la successio

e = Ax® £ =0,1,2,...
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Considerem la successié de quocients de Rayleigh,

)T A ()
CICh
Aleshores

(a) La successid de quocients de Rayleigh satisfa

At

— A o‘
1+ ()\2

)

b) Si A és real siméetrica, es pot prendre {uq, ..., u,C R™ base ortonormal i llavors
) 9 Y

r=nof5f)

1, en particular, limy o, = Ay.

Prova: Sabem que
M= A2 O = AF(aguy + -+ anuy)
= al)\]ful + .. .anAfLun.
Calculem els quocients de Rayleigh:

20 T (k+1) _ (3 artu]) (ZJ aj)\g.kﬂ)uj) Z” ala])\k)\k“u uj
20T (k) (32 aidbul) (32, aiibuy) D i NS
NN uur + 30 aiaj)\’»“)\l?“uTuj

a2 Ny Ty D)) WA Ul

O =

VA It}
ARNEH
)\’f)\’f“ atui uy + Z(w )#£(1,1) didj )\k/\kJrluTuJ
AENE XS T

atuy U 4 3 jya,1) G SRR UL U

A la darrera expressio, la primera fraccié és igual a A;. A la segona fraccid, com que per tot
(1,7) # (1,1) tenim
ARNEH Ay |k
AFARH M
els dos sumatoris sén O(|A\a/\|¥). En conseqiiencia, la segona fraccié és 1+ O(|A2/M\i|¥), i, per
tant, tenim @

Ara veiem (]ED Com que la base {u;}"_,C R" és ortonormal, tenim u, u; = 0 si i # j, i
llavors

k\E
AL

< |2
=N

)\2./64'»1
AAR+L ajuiu + 30, afﬁ”“y”%

ATAT

Tk = 2, T no o X 2
ajyu, Uy +Zj:2 aj@““ﬂb

- (o(5l)
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O

Observacié 2.7.6 Notem que:

1. El quocient de Rayleig és independent de reescalats. Per a veure-ho, considerem una
successié del metode de la potencia {#}, tal com hem vist i una de reescalada {y®*1,.
Les definim per

2@ inicial, z**Y = A2® k£ =0,1,2,...

y© inicial, y**Y = 0, Ay®, k=0,1,2,...
Aleshores y*) = (H?:o a;)z® = Bz® i tenim

T T
yF) - Ayk) _ Bra® " A x®
y®  By® By ® T Gy

= 0k-

2. Com a conseqiiencia, podem normalitzar cada iterat del metode de la potencia. Aixi
evitem overflows, en cas que |A| > 1, o underflows, en cas que |A\| < 1. Podem fer:

2 inicial
y(U) — x(O)/||$(0)||
Vk=0,1,2,...

2
YD = Ay®) /|| Ay |

Observeu que, com que normalitzem, el denominador al quocient de Rayleigh és 1.
3. Suposant, amb la notacié de la demostracid, que
2O = ayuy + -+ apuy,

on {u;} , és una base de vectors propis i a; # 0, es pot veure que

(k) A
(k) _ X Uy ( 2 k)
) - - + O N )
@]~ farg T OUR,!

i, per tant, y*) convergeix a un vector propi de valor propi \;.

4. Si tenim la (poc probable) mala sort que triem un #(® amb a; = 0, 'error d’arrodoniment
fara que, al cap d’uns iterats, a; # 0. Aixi que, a efectes practics, podem triar u; qualsevol.

\Y
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2.7.3 Metode de la potencia inversa desplacada

Es tracta d’una estrategia per trobar el valor propi d’'una matriu que és més proper a un valor
prefixat.

Sigui A € C™", isigui u € C, i ¢ Spec A tal que el valor propi de A més proper a j és
tinic. Es a dir, suposem que existeix A € Spec A tal que

IN—p] < | —pn] VEE€SpecA: € # N (2.6)
Considerem la matriu (A — uI)~!. Els seus valors propis sén
Spec(A — pl)™t = {(& — p)~' : € € Spec A}.

Si considerem A := (A — u)7!, de (2.6)) tenim que A és el valor propi dominant de (A — uI)~t.
Per tant, si apliquem el metode de la poteéncia a (A — ul)™!, trobarem A, i, a partir d’ell,
obtindrem el valor de A més proper a y mitjancant

A=A+ 4

Observacio 2.7.7 La descomposicié LU és especialment adequada per a implementar el metode
de la poteéncia inversa desplacada: donat (%) € C" vector inicial, volem calcular

m(k"rl) p— (A _ MI)_ICC'(k), k= 07 1,2, .

fins a tenir convergencia. Si trobem L triangular inferior amb uns a la diagonal i U triangular
superior amb A — ul = LU, llavors podem trobar z*t1) a partir de *) mitjancant

L(U:B(k“)) = 2"

que se resol mitjancant una substitucié endavant seguida d’una substitucié endarrere (vegeu

les seccions i2.1.3). \VA

Exercici: Comproveu que ['estratégia anterior suposa menys operacions que calcular (A—pl)™*
1 després anar multiplicant per aquesta matriu, tot i que la inversa només es calculi una vegada.
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Capitol 3

Solucié numerica d’equacions no lineals

En aquest capitol considerem equacions del tipus f(z) = 0 on f és una funcié real de variable
real. També considerem equacions del tipus x = g(z).

Anomenem arrel o solucié de 'equacié f(z) = 0 un valor « tal que f(a) = 0. Es diu
també que « és un zero de f. En el cas d'una equacié del tipus z = g(x), anomenem punt
fix de g un valor « tal que g(a) = a. L’objectiu d’aquest capitol és desenvolupar metodes
numerics que ens permetin obtenir aproximacions numeriques d’arrels o punts fixos.

3.1 Metodes de la biseccio 1 de Newton

3.1.1 Metode de la biseccio

Suposem que tenim f : [a,b] — R continua i volem trobar a amb f(a) = 0. Si f(a)f(b) <0
(i.e., f(a) i f(b) tenen signes diferents), el teorema de Bolzano ens assegura que llavors existeix
a € [a,b] amb f(a) = 0. L’aplicaci6é recursiva del teorema de Bolzano a subdivisions de
I'interval original déna lloc al metode de la biseccid, que podem descriure com segueix.

Algorisme 3.1.1 (métode de la biseccid)

a; :=a, by :=b, I := [ag, by]
Vi=1,2,3,...
ai—l—bi
pi ==

2
si f(a:)f(p:) <0
Ait1 i= @i, biy1 1= p;
si no
Qi1 := P, biy1 = b
i = [Cli+1,bz’+1]
El criteri d’aturada es discuteix a l’observacié punt (@

Anem a provar que aquest algorisme aproxima arbitrariament una arrel de f.

Proposicié 3.1.2 Sigui f : [a,b] — R continua amb f(a)f(b) < 0 i suposem que apliquem
lalgorisme 3.1.1 Llavors, Vi =1,2,3,...,

dael;: fla) =0

(3.1)
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Prova: Anem a veure primer per induccié que, Vi,

b—a
2i—1‘

El cas i = 1 se segueix directament de les hipotesis. Suposem ([3.2)) cert per i qualsevol i provem-
ho per i+ 1. Si f(a;)f(p;) < 0, prendrem a;41 = a;, bir1 = p; 1 tindrem f(a;41) f(biy1) < 0. Si
no, s’ha de complir f(p;)f(b;) < 0, donat que, si fos f(p;)f(b;) > 0, com que estem suposant
fla;))f(p;) > 0 tindriem f(a;)f(b;) > 0, contrariament a la hipotesi d’'induccié. Per tant
f(pi)f(b;) <0, 1, com que en aquest cas prenem a; 1 = p;, bip1 = by, tenim f(a;41) f(biy1) < 0.
Respecte de la segona igualtat de (3.2)

bi—a; Gz 1b—a b—a
2 2921 907

biy1 — aip1 =

i aixo finalitza la induccio.
Per a acabar, per la primera igualtat de (3.2), el teorema de Bolzano ens assegura que
existeix a € I; amb f(a) = 0. A més,

bi—a; B3 1b—a b—a
2 22921 907

pi —af <

tal com voliem veure. O

Observacié 3.1.3 La desigualtat (3.1)
(a) Ens diu que, si suposem p; aproximacié de «,

b—a
ealpiro) < 02

(b) En cas que « sigui I'inica arrel de f a [a,b], demostra convergencia de la successio {p;};
cap a .

(c) Ens permet estimar el nombre d’iterats necessaris a ’algorisme m per a assolir una
certa precisio.

\%
Exemple 3.1.4 Sigui f(z) = cosz — =x. Donat que f(0) = 1 > 0 i
f(5) = =% <0, existeix o € (0,%) amb f(a) = 0. Anem a veure quantes iteracions cal

fer per assegurar que l'error sigui més petit que 107%:

b—a T s
pn—al € == = gy <107

Per resoldre aquesta inequacié utilitzarem la funcié logaritme i el seu creixement:

T
n<2n+1

)=In(r) — (n+1)In(2) < —61n(10).

Per tant: 61n(10) + In(7) < (n + 1)In2 que déna n > 20.5830, és a dir, és suficient prendre
n = 21. \V4
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3.1.2 Metode de Newton

El metode de Newton permet aproximar arrels d’equacions de la forma f(z) = 0. Anem a
deduir-lo de dues maneres. Suposem que f : [a,b] — R és de classe C? i que existeix a € (a, b)

amb f(a) =0.

Deduccié analitica. Suposem que z és una aproximacio de «, i expandim f per Taylor fins
a ordre 1 al voltant de x:

0=f(a) = f@)+f(2)(a—2)+0((a-1z)

~ flx)+ f(z)(a—x),
d’on Fa)
x
a—x~ _f’(x)'

Aixi, z — f(z)/f'(z) = x + (o — x) = a1 esperem que x — f(x)/f'(z) sigui millor aproximaci6
de a que x. Aix0 suggereix el segiient algorisme iteraiu:

Algorisme 3.1.5 (métode de Newton) FEscollim xo aprorimacid inicial de «, triem e to-
lerancia (fita de |eq(xn, @)|), Nmee nombre mazim d’iterats que permetrem i fem

Vi=0,1,. . N — 1,
_f(=)
f'(:)
si |z — x| < g, tornem x4, STOP
error (no convergencia)

Tit1 = T

Deduccié geometrica. Donat z; aproximacié de a, prenem la recta tangent a f a x;,

y = f(z:) + f(z:)(x — 2),
la tallem amb l'eix x (fem y = 0 a dalt),

o f ()
b ()

i prenem z;,; := = com a aproximaci6 millorada (vegeu la figura (a)).

Obviament les dues deduccions donen la mateixa formula, donat que 'aproximacié de Taylor
d’ordre 1 de f al voltant de = no és més que la recta tangent a la grafica de f al punt (z, f(x)).

El metode de Newton és molt més rapid que el metode de biseccié si f'(a) # 0 (i.e., si
a és una arrel simple). Veurem més endavant que, quan som a prop de l'arrel, a cada iterat
aproximadament es duplica nombre de decimals correctes. En aquestes condicions |x;41 — z;| ~
la — x4, 1 és per aixd que a ’algorisme la condici6 |41 — x;] < € és part del criteri
d’aturada.

No obstant, quan som lluny de 'arrel el metode de Newton pot convergir molt lentament
(o no convergir), i és per aixo que a ’algorisme es limita el nombre maxim d’iterats.

Exemple 3.1.6 Suposem que volem trobar un zero de f(z) = e® — 2, sigui « (que ja sabem
que és In2). Siprenem a = 01ib =1, com que f(a)f(b) < 0, el teorema de Bolzano ens assegura
que tenim una arrel a € [a, b].
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Figura 3.1: Representacié grafica d'un iterat del metode de Newton.

Fem biseccié:

L | P v P

110.5 : :

2 10.75 30 10.693147179670
3 10.625 3110.693147180135
4

0.6875 321 0.69314718 0370
: 331 0.69314718 0485

10 1 0.6923 82812500 || : | :
11 10.6928 7019 3750 || 35 | 0.69314718 0570

: : 36 | 0.69314718 0555
201 0.69314670 5625 || 37 | 0.6931 4718 0560
21 10.69314718 2460 || 38 | ja no canvia

Fem Newton, comencant igual:

X

0.5

0.7130 6131 9425
0.6933 44157318
0.69314719 9958
0.69314719 0558
ja no canvia

T W NP O .

Observem que Newton és molt més rapid. Ara prenem a = —9, b =1 (= f(a)f(b) < 0) i
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fem biseccio:

i | pi L pi
1|4 211 0.6931 5052 0320
2 | —1.5 S
3 | —0.25 30 | 0.6931 57176870
4 0.375 31 10.69315718 1530
. ]

0.6875

: : 39 1 0.6931 5718 0570
10| 0.697256525 40 | 0.6931 5718 0560
11| 0.6923 8281 25 411 0.6931 5718 0555

: : 42 1 0.6931 5718 0560
20| 0.69315528 8670 || 43 | ja no canvia

mentre que, si fem Newton comencant igual,

0| —4 103 | 2.3213 8700 863
1]104.196300066 | : :
2 1103.1963 00066 || 107 | 0.6936 4539 4385
3 1102.1963 00066 || 108 | 0.6931 47304647
: : 109 | 0.6931 4718 0562
110 | ja no canvia
Observem que Newton precissa més iterats que biseccié! El motiu és que a x = —4 la grafica de

f(x) és molt plana (f'(—4) = e~* ~ 0.0183), de manera que la tangent per —4 envia el primer
iterat al 104.1963. A partir d’aqui, i fins que s’apropa a l’arrel, baixa d’un en un perque

e’nr — 2
Tpnt1 = Tp — =t —1+—=uz,—1,
ern ern

donat que x, és gros. Un cop som a prop de l'arrel, la convergencia torna a ser rapida, com
en el cas anterior. La convergencia rapida del metode de Newton només esta garantida quan
el punt inicial és prou a prop de 'arrel. Més endavant quantificarem aquesta afirmacio. \V4

3.2 Metodes de punt fix

Un punt fix per a una funcié g definida a [a,b] és un nombre « € [a,b] tal que g(a) = a.
En aquesta seccié ens dedicarem a trobar solucions a problemes de punt fix (i.e., equacions de
la forma =z = g(x)) i a estudiar la connexid entre aquests i els problemes de trobar zeros de
funcions. Per aix0 passarem de l'equacié f(z) = 0 a g(z) = z, i estudiarem quina és la forma més
interessant des del punt de vista numeric. Per exemple, si hem de resoldre f(z) = 23 —2%+1 =0
podem passar a resoldre g;(z) = 2® — 22+ x4+ 1 = 2 0 bé go(x) = £V23+1 = x 0 bé
g3(x) =V —1=ux.

Una equacié de la forma x = g(x) suggereix de manera natural la iteracio:

xo aproximacio inicial
Vi=0,1,2,...
Tip1 = g(w;).
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Yy Yy
y=ux y=g
y=g(x)
y=g(x)
r3T1 o0 Ty Lo 1’\ T1 T3 « T2 i’o x
g () < —1 —1<¢g(a)<0
y=x
y=g(x) %
/£
O{IQ T ZL’()gj, xr3 T f@oa T
0<g(a)<1 1< (a)

Figura 3.2: Tipus de comportaments de x;1 = g(zx) al voltant d'un punt fix « (i.e. g(a) = )
amb ¢'(a) # 1. D’esquerra a dreta i dalt a baix: teranyina divergent, teranyina convergent, escala
convergent i escala divergent.

Ens preguntem: la successié d’iterats generada, convergeix? Si si, a on? Sota quines condicions?
A quina velocitat?
La pregunta “a on” és la més facil de respondre.

Lema 3.2.1 Siguig : [a,b] — R continua, prenem zo € [a,b], x;41 = g(x;), suposem {xy, tneny C
la,b] i que existeiz lim, o x, =t @ (= « € [a,b]). Aleshores g(a) = a.

Prova: Tenim

g(e) = g(lim ,) = lim g(z,) = lm 2,1 =0,

on, a la segona igualtat, hem usat que {z,}, C [a,b] i que g és continua a [a, b]. O

Les iteracions d’'un metode de punt fix es poden representar en una grafica amb les corbes
y = g(z) iy = z (veure figura [3.2). Donat zo, obtenim g(z) “pujant” a la grafica de g, perd
el volem representar sobre 1’eix de les x per poder tornar a iterar. Per a aixo, ens desplacem
des de (xg, g(xp)) fins a y = x a través d’una recta horitzontal i “baixem” el valor g(xg) a 'eix
x per obtenir z;. Fem el mateix amb z1, i aixi successivament.

De la figura[3.2]se segueix que el “cas critic” és |¢/(z)| = 1: tenim convergencia per |¢'(z)| < 1
i divergencia per |¢'(x)| > 1. De fet, tenim el segiient teorema.
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Teorema 3.2.2 (del punt fix) Sigui g : [a,b] — R continua a [a,b], derivable a (a,b), tal que
(1) g(la,b]) C [a, 0],
(i1) |¢'(x)] < AV € (a,b), per a certa A < 1.
Aleshores:
(a) g té un punt fix i només un a [a,b] : gla) = av.
(b) Per a tot xy € [a,b], la successio xn11 = g(xy,) €s convergent i té limit o.
(c) L’error comés en prendre x,, com a valor aprozimat de «v satisfa les segiients desigualtats:

A"
<
- 1=

A
o —al = 73

T — O‘|

|21 — o, (3.3)

|Tn — zp_1]. (3.4)

Prova: La condicié g([a,b]) C [a,b] implica g(a) > a i g(b) < b. Sig(a) =a o g(b) = b ja
tenim el punt fix. Sino, g(a) > a i g(b) < b i considerem f(z) = g(x) — z. La funcié f és
continua sobre [a,b], f(a) >0, f(b) <01 pel teorema de Bolzano tenim que existeix a € (a, b)
amb f(a) =0, o equivalentment, g(a) = a.

Per a veure la unicitat aplicarem el teorema del valor mig. Suposem aq, s € [a,b], a; < ag
sén punts fixos per g. Pel teorema del valor mig, existeix £ € (aq, az) tal que g(asz) — g(ag) =
g (&) (e — ). Aleshores,

|z = an| = [g(az) — g(an)| = [g'(E)lloz — o] < Aaz — o] < |an — an],
fet que contradiu la hipotesi que aq, ap siguin punts fixos diferents.

Per veure (] aplicarem novament el teorema del valor mig.

|20 — af = |g(zn-1) = g(a)]| = |g'(§a-1)| - [2n—1 — & S A Jzns —al.
Aplicant aquesta desigualtat inductivament:
0< |2y —a|l < Ao —al <Nz, 0—al <... <Nz —al.
Ara prenent limits i usant 0 < A < 1:
0< lim |z, —a| <|zg—al- lim A" =0
n—oo n—o0

és a dir, lim |z, —a| = 0.
n—oo

Per a provar (3.3)):

|'Tn+1 - In| = ’g(xn> - g($n71)| S )\|xn - xn71| S )\Q‘xnfl - $n72’ S e S )\nlxl — Xo

Sim > n:
Zm = @p| < |2 — T | + [Tt — Ta| + -+ [T — 3| <
S ATy = o] + ATy — wol o+ Nz — | =
[e.e]

= )\n|$1 — I‘Ol(l + A+ ...+ )\m—n—l) < /\n’l’l — I0| Z )\Z
=0
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o0
Perd 37 A" és una serie geometrica de raé 0 < A < 1. Aquesta série convergeix a 1= i per tant
i=0

n

0 <|zp—a,| < 1_)\\1'1 — o]
Prenent limits quan m tendeix a infinit obtenim
n
la — x| < |z — xo].

1—A
La prova de (3.4]) és semblant: per m > n,

’xm_xn’ S ‘xm_xmfl‘—i_"'—i_‘anrl_xn‘
S )\m_n|xn_$n—1| —|—+)\|ZE”—ZL‘”_1|
= (At N2 — 2|
S (;>\Z>|xn_xn—1’ S 1_)\’xn_$n—l|7
i (3.4) s’obté fent m — co. O

Observacié 3.2.3 La fita és una estimacio a priori, donat que es pot avaluar abans de
dur a terme el procediment iteratiu. Ens permet predir el nombre d’iterats necessaris per a
assolir una tolerancia prefixada.

Concretament, si volem trobar I’arrel a amb error absolut més petit que &, imposarem

A" log(g(l —A)/|z1 — x0|)
— <le<=—=n>

per al que és suficient prendre

log(e(1 —=A)/|z1 — =
n:ceil< 3= =)/l 0’)>, (3.5)
log A
on ceil(z) és el minim enter n verificant n > x, com en llenguatge C. \V4

Exemple 3.2.4 Suposem que volem resoldre f(x) =0, on
flx)=¢e"—2x—1,
que podem reescriure com z = g(z), on
g(x) =In(2z + 1).

Com que g és creixent, g(1) =In3 ~ 1.1 > 11¢g(2) =In5 ~ 1.6 < 2, tenim ¢([1,2]) C [1,2].
La derivada, ¢'(z) = 2/(2x + 1) és decreixent, d’on, per a x € [1, 2]

/ / 2
9@ < Iyl =5 =A<1,
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i per tant, segons el teorema [3.2.2] I'esquema iteratiu xy1 = g(zy) és convergent a 1'inica arrel
«. Si prenem xg = 1.5, llavors

r1 = g(zo) = 1.3863 = |1 — x| =~ 0.1137.

Si volem trobar av amb error absolut fitat per ¢ := 107°, d’acord amb (3.5 tindrem prou amb
fer n iterats, essent

log(107°(1 — 2/3)) — log 0.1137
log2/3

Iterant amb 12 xifres decimals (només n’escrivim 6), surt

n = ceil( ) ~ ceil 25.74 = 26.

Ty, n |, n | T, n | T,
1.5 7 11.26052 || 14 | 1.25651 || 21 | 1.25643
1.38629 || 8 | 1.25876 || 15| 1.25648 || 22 | 1.25643
1.32776 || 9 | 1.25775 || 16 | 1.25646 || 23 | 1.25643
1.29624 || 10 | 1.25718 || 17| 1.25645 || 24 | 1.25643
1.27884 || 11 | 1.25686 || 18 | 1.25644 || 25 | 1.25643
1.26911 || 12 | 1.25668 || 19 | 1.25644 || 26 | 1.25643
1.26362 || 13| 1.25657 || 20 | 1.25643

Observem que la successio d’iterats s’estabilitza a l'iterat 20, abans del previst. \V4

DO WO

Observacio 3.2.5 La fita es una estimacio a posteriori, donat que, per poder avaluar-la,
s’han de fer tots els iterats fins a x,,. Ens permet decidir quan ens hem d’aturar. Notem que, si
A > 0.5, lavors |z, — x,_1| < & (el criteri que fem servir al metode de Newton) no és un criteri
d’aturada acurat, donat que A/(1 — A) > 1 i no podem assegurar que |z, — a| < ¢. \V/

Exemple 3.2.6 A I'exemple(3.2.4]observavem que els iterats s’estabilitzaven abans del previst,
i semblava que l'iterat 20 ja satisfeia la tolerancia demanada.

Anem a fer servir I'estimacié a posteriori amb una petita trampa: substituirem \ per
|g'(z,,)|. Aix0 esta justificat pel fet que, per cada n, podriem aplicar el teorema del punt fix
amb l'interval

L, =[a— |z, —a|,a+ |z, —a|].
Anomenem A\, := sup,¢; |¢'(x)| el valor de A que hauriem d’emprar al teorema del punt fix.
Com que lim,, oo Ay, = |¢'(@)| = limy, 00 |¢'(21,)], podem considerar A, = |¢'(x,)|. Aixi, a cada
iterat calculem també la segiient aproximacié de la fita a posteriori:

g ()]
o= T g ] o~ o
Els resultats son
n| zn, fn n | x, In n | x, fn
1.5 - — = 9 [1.25775 | 1.32 x 1073 || 18 | 1.25644 | 8.30 x 10~

1.38629 | 1.28 x 1071 || 10 | 1.25718 | 7.52 x 10~* || 19 | 1.25644 | 4.73 x 106
1.32776 | 7.07 x 1072 || 11 | 1.25686 | 4.28 x 104 || 20 | 1.25643 | 2.69 x 106
1.29624 | 3.96 x 1072 || 12| 1.25668 | 2.44 x 104 || 21 | 1.25643 | 1.53 x 106
1.27884 | 2.23 x 1072 || 13| 1.25657 | 1.39 x 104 || 22 | 1.25643 | 8.72 x 107
1.26911 [ 1.27 x 1072 || 14 | 1.25651 | 7.90 x 1075 || 23 | 1.25643 | 4.97 x 1077
1.26362 | 7.18 x 10723 || 15| 1.25648 | 4.50 x 107° || 24 | 1.25643 | 2.83 x 107
1.26052 | 4.08 x 1073 || 16 | 1.25646 | 2.56 x 1072 || 25 | 1.25643 | 1.61 x 10~
1.25876 | 2.32 x 1073 || 17 | 1.25645 | 1.46 x 107° || 26 | 1.25643 | 9.17 x 1078

0 O T W N+~ O
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D’acord amb aixd, amb la tolerancia € = 1072 triada abans, ens podriem aturar a l'iterat 18.
Vv

Exemple 3.2.7 Suposem que volem trobar un zero de
flx) =2 —V1+2240.05
i considerem la iteracié simple xy; = g(x;) amb
g(z) = V1 + 22— 0.05.
La solucié de x = g(x) es pot trobar exactament, i és
a = 9.975.
Suposem que previament hem localitzat I’arrel entre 9 1 10, i prenem com a A una fita de |¢'(z)]

a [9,10], i.e.,
A = |¢/(10)] &~ 0.9950 372.

Suposem que volem trobar 1’arrel amb tolerancia e = 1075, i iterem a partir de o = 9:

n Tpo1 Ty 2 — T | 25100 — Taea] | |20 — o

1 9.0000 000 | 9.0053 851 | 0.0053 851 1.0797 135 0.9699 149

2 19.0053851 | 9.0107374 | 0.0053 522 1.0731 136 0.9642 626
300 | 9.7726149 | 9.7736450 | 0.0010 301 0.2013 550 0.2013 550
500 | 9.9015003 | 9.9018 696 | 0.0003 693 0.0731 304 0.0731 304
758 | 9.9548 754 | 9.9549 760 | 0.0001 006 0.0201 648 0.0200 240
759 1 9.9549 760 | 9.9550 761 | 0.0001 001 0.0200 639 0.0199 239
760 | 9.9550 761 | 9.9551 756 | 0.0000 996 0.0198 244 0.0198 244
1500 | 9.9745084 | 9.9745108 | 0.0000 025 0.0004 916 0.0004 892
1817 19.9748 992 | 9.9748 997 | 0.0000 005 0.0001 008 0.0001 003
1818 1 9.9748 997 | 9.9749 002 | 0.0000 005 0.0001 002 0.0000 998
1819 1 9.9749002 | 9.9749 007 | 0.0000 005 0.0000 997 0.0000 993

Si féssim servir |z, — z,_1| < £ com a criteri d’aturada, ens aturariem a 'iterat 760, per al qual
la diferéncia entre z,, i I'arrel (darrera columna) és més gran que 0.01. En canvi, si fem servir
ﬁ|xn — x,_1| < € com a criteri d’aturada, ens aturem a l'iterat 1819 i tenim la precisié que
voliem. \V4

Observacié 3.2.8 Si, a més de les hipotesis del teorema anterior, g¢'(z) # 0,
Va € (a,b) aleshores la successié x,, — « perd x, # « per a tota n, llevat del cas xy = a.
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Ho provem per reduccié a l'absurd: si k és el primer subindex tal que x, = «, aleshores
Tpo1 # o = xy, g(xg) = x) 1

0= lg(zx) — g(zr-1)] = |9'(&)] - |z — zr—1]

ens porta a una contradiccid. Aixi, malgrat que z, esta tan a prop de o com volguem, mai
arribara a ser igual a a. \V4

3.3 Ordre de convergencia

Es tracta de quantificar la velocita de convergencia: per a una successié que convergeix, com
de rapid va cap al limit?

Desenvoluparem la teoria en una variable. Finalitzarem la seccié amb comentaris sobre com
generalitza la teoria a diverses variables.

Definicié 3.3.1 Sigui {z,}, C R successid amb limit o« que satisfa x,, # a Vn.

(a) Direm que la convergencia és d’ordre almenys p (almenys lineal per p = 1, almenys
quadratica per p =2, etc.) si AK > 0,3ng € N: Vn > ng

|z — o < K|z, — af.
En el cas lineal (p =1) demanem, a més, K < 1.

(b) Si3AC > 0 tal que

T e C (4 o0),
n—o00 |J]n — a|p

amb C < 1 si p =1 direm que la successid té ordre de convergencia (ezactament) p.
La quantitat C' s’anomena constant asimptotica de ’error.

Observacié 3.3.2 Que z, — a amb ordre alments p implica que |7, — a| = O(|z — o),
pero amb la restriccié addicional per la constant K en el cas p = 1. \V4

« o . n n
Exercici: Demostreu que st x, — o« amb ordre p, llavors x,, — a amb ordre almenys p. Doneu
un exemple de que el reciproc no €és cert.

Exemple 3.3.3 Calculem l'ordre de convergencia d’algunes successions:

(a) La successié x,, := (1/2)" convergeix a 0. Té ordre 1:

n+1
T et

i per tant la constant asimptotica de l'error és 1/2.

., 1 . 7
(b) La successié z,, := 3(5)?" convergeix a zero. Té ordre 2:

i, per tant, la constant asimptotica de l'error és 2.
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\Y

L’exemple anterior suggereix com generar sistematicament una successio amb qualsevol
ordre de convergencia. Pero no és aquest el nostre objectiu, sind calcular la velocitat de con-
vergencia de metodes iteratius.

Definicié 3.3.4 Sigui g : [a,b] - R, o = g(«) punt fix. Direm que el métode iteratiu

T aproximacio inicial
Vn=0,1,2,...
Tpy1 = g(xn)

té ordre (almenys, exactament) p si existeix € > 0 tal que Yxy € (0 — e, + €), ¥y # «, es
compleir que T,11 = g(z,) —> a amb ordre de convergéncia (almenys, evactament) p.

Dedicarem la resta d’aquesta secci6 al calcul de 'ordre de diversos meétodes. L’eina fona-
mental sera la proposicié [3.3.6l Per a poder-la demostrar necessitem abans un lema tecnic.
El segon apartat d’aquest lema es pot considerar una demostracio simplificada del teorema de
Newton-Kantorovich.

Lema 3.3.5 Per aé >0, suposem g : (a — 0, + ) — R, i que ezisteizr K > 0 tal que
|9(z) — o] < K|z —aff
si|lt—al <6, amb K <1 sip<1. Aleshores

(a) Si p =1, g dona lloc a un meétode d’odre almenys 1, i x,+1 = g(x,) convergeix per a
lzg — a| < 6. A més, tenim l'estimacid

|z, — o < K™zg — al.

(b) Si p > 1, g déna lloc a un métode d’odre almenys p, i T,+1 = g(x,) convergeir per a
lzo — a| < min(K~Y®1 §). A més, tenim Uestimacid

|z, —a| < Kp;*ll(KP%l|x0—a|)pn. (3.6)

Prova:
(a) Donat z € (v — 6, + 0), tenim
l9(z) — o] < K|z — o < |z —al,

d’on g(z) € (o — d,a + §). Per tant, si 29 € (o — 6, + 0) i definim z,,41 = g(x,), tenim
{zn}n C(a—0d,a+0) 1

n—oo

|z, — ] < K|z, —a| < K|z, 9 —a| < < K" xg—al =30

(donat que K < 1), d’on x,, — « amb ordre almenys 1 (per la primera desigualtat).
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() Si|z —a| < KV = |z —ap~! < K,
l9(z) —al < K|z — o’ = (K|z — o)z — o] < |z —al,

d'on, si g és t.q. |zo — a] < min(§, K~Y® V)i x,,, = g(z,), per induccié tindrem
|z, — o] < min(d, K~Y®1) ¥n. En particular, {x,}, C (o — 0, +6). A més,

|z, —a] < Klz,1—aff
< K(K|tgo—aP)? = K"z, —al”
< K"(Kl|zgs—alP)” = KW |g, o —af”’
< < K1+P+---+pn_1|x0 _ a|p" — K%Wo _ a,p”

=1 _1 i
= Kpr1 (Kpfl |:L‘0 _ a|)p n—o00 0.
=1
d’on z, © a amb ordre almenys p, donat que |zg — a| < K71,

O

Proposicié 3.3.6 Sigui g : [a,b] — R de classe CP i suposem que o € (a,b) és t.q. g(a) = a.
(a) Si es compleid]
J(@)=g"()="=g¢"a)=0
amb |¢'(a)] < 1 si p =1, llavors la funcié d’iteracid g dona lloc a un métode iteratiu

d’ordre almenys p per trobar c.

(b) Si g (a) #0, amb [P (a)| < 1 per p = 1, llavors l'ordre del métode iteratiu donat per
g és exactament p, amb constant asimptotica de [’error

i)
p!
Prova:
(a) Per Taylor,
(r=D (g (p)
o) = gla)+gla)o—a)+e ot o Sa—ap 4 T By

Aleshores:

e Sip=1,escollim K t.q. |¢'(a)| < K < 11, per continuitat de ¢’, existeix § > 0 tal
que |¢'(6)] < K VE € (@ — 6,0+ ).

e Sip > 1, prenem § tal que (o — 0, +9) C [a,b] i K = maxje_q|<s W(Z;# (existeix

per continuitat de [gP|/p!).

'Per a p = 1 s’entén que no estem demanant cap condicié sobre les derivades, perque la derivada p — 1 no
existeix.
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Per la proposicié anterior, tenim que g déna lloc a un metode d’odre almenys p.

Com que ara necessitarem x,, # a Vn, tornem a triar 6. Sigui e > 0, ¢ < |¢®(a)|/p! i,
si p = 1, demanarem també ¢ < 1 — |¢g)(a)|/p!. Sigui § la donada per la continuitat de
19| /p! a a. Aleshores, si [z —a| <4,

(p) (p) (p)
()<M_6§ lg '(:1:)! < lg ga)\ -
o, definint p := % —e, K = \g@;!(a)\ Ye
(p)
0< < M < K

! — )
i notem que K < 1sip=1. D’aqui, tenim
|z —a] <0 = |g(z) — a| < K|z —al?,

amb K < 1sip=1. Tornem a tenir pel lema que g dona lloc a un metode d’ordre
almenys p, pero amb més condicions.

Ara triem 79 # o tal que |19 —al < &, si p =1, 0 bé |19 — a < min(K~YP=D §) si
p > 1. Pel lema tenim que, 2,1 = g(z,) — a amb ordre almenys p. Com que
|Tpt1 — a| = |g(z,) — a] > plz, —a| Vn i xy # «, per induccié tindrem z,, # « Vn.
Finalment

|Tni1 — @ _ 9% (x,)] noo 19" (a)] —. C,

|z, — alp p! p!

donat que &, € (z,,a) =&, 2 . Per tant hem vist z,, — a amb ordre exactament p
i constant asimptotica de I'error C.

O

Corol-lari 3.3.7 (Ordre de convergencia del metode de Newton) Sigui f : [a,b] — R
de classe C3, f(a) =0, f'(a) #0 (i.e., a zero simple de f), f"(a) # 0. Aleshores el métode de
Newton per trobar o com a zero de f(x) =0 és quadratic, amb constant asimptotica de ’error

f"(e) ‘

=5l e

(3.7)

Prova: El metode de Newton es pot considerar com una iteracié de punt fix amb funcié
d’iteracio

d’on
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d’on ¢'(a) = 0 i per tant el metode de Newton és almenys quadratic. Per comprovar que és
quadratic (amb les nostres hipotesis), trobem g¢”:

g%@:(fwﬁﬂw+f(ﬁ” 2) (F(2))* = f@) " (@)2f (2) ()

1

(f'(2))
d’on ¢"(a) = f"(«)/f' () # 0, i, per tant, per la proposicié [3.3.6, 'ordre és 2 amb la constant
asimptotica de l'error de ({3.7)). O

Observaci6 3.3.8

(1) Si, en en les hipotesis del corol-lari anterior, canviem f”(a) # 0 per f(a) = 0, llavors la
convergencia del metode de Newton és almenys ctibica (exemple: f(x) = sinz).

(2) Si f'(a) =0, f"(a) # 0 (i.e., a arrel doble de f(z) = 0), 1 f'(x) # 0 a un entorn de «,
llavors, si tenim convergencia, és lineal:
f(@n) (@0 — ) f'(zn) — [(20)
R [ f(a,)
(2n — a) f" (&) (Tn — @) — %f”(nn)(xn - a)2
[ (&) (@ — a)
£"(&n) — 51" ()

- ey

on &,,Mm, € (x,, @) sén punts intermedis que provenen de I'aplicacié de la férmula de
Taylor amb resta. Un argument semblant al de la demostracié de 1’observacié [3.2.8| prova
que z, # « Vn. Un cop tenim aixo,

|5L‘n+1 - O-/| f”(gn) f ( n) n 1

ER— Fey | a7

donat que, pel principi del sandwitch, &,,7, — a i f” és continua.
De fet, a partir d’aixo es pot provar convergencia, considerant g(x) =z — f(z)/f’ (x)ﬂ

De fet, es pot arreglar per recuperar la convergencia quadratica. En les hipotesis esmen-
tades, podem considerar el metode de Newton modificat per arrels dobles:

T aproximacio inicial

Vn=0,1,2,...
f(zn)

n

2Els mateixos calculs proven |g(z) — a|/|z — o] =5 1,1, per definicié de limit, es veu |g(z) — a| < K|z — q

amb K < 1 a un entorn de a. Llavors, per la proposmlo - g dona lloc a un metode almenys lineal. La
proposicié no ens assegura que l'ordre és exactament 1. Aixo ho hem vist ara.
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Vegem-ho:

(In - O‘)f/(xn> - 2f(xn)
f(zn)

Tp41 — Q@ =

1 " —a 1 " T — 2
- ﬂwmwwﬁwom_“%fmw“ )+ gl ") —ay)
—2(%f”(a)($n —a)’+ %f’”(nn)(xn - a)3)>

%f/”(gn)(l'n - a)S - %f”/(nn)(xn - 04)3
[ () (20 — @)
3" (6n) = 51" (nn)

N [ (n) (& — )"

Per tant (novament es pot veure z,, # o Vn),

3f"(&) = 5" ()
f(pn)

d’on el metode de Newton modificat sera almenys quadratic.

a1 f///(a>

|'Tn+1 - O“
H i
61f"(c)

@, — a2

Y

Estrictament, el calcul que hem fet només prova convergencia quadratica cas que z,, — a.
Com abans, calculs analegs considerant g(x) = x — f(x)/f'(x) permeten provar con-
vergencia mitjancant la proposicio [3.3.5

V

Podria semblar que estimacions com (3.6) sén purament academiques, donat que a la
practica no coneixem |rg — a|. Hi ha situacions interessants, pero, on es pot fitar.

Exemple 3.3.9 Imaginem-nos que estem implementant l'aritmetica de punt flotant d'un
processador, que ja tenim fetes la suma, el producte i la divisié i volem fer ’arrel quadrada.
Podem emprar el metode de Newton. Anem a usar I'estimacio (3.6|) per a provar la convergencia
del metode de Newton, a partir d’'una aproximacié inicial adequada, en un nombre d’iterats
“raonable” i independent del niimero del que busquem I’arrel quadrada.

Suposem que volem trobar y/c, on ¢ = mb? > 0, amb m mantissa normalitzada (m > b=1).
Aix0 és equivalent a trobar el zero positiu de f(z) = 22 — c. Els iterats del metode de Newton
son

Tpa1 = g(xy) =z, — ]{/(éz)) = %(wn + x—i) (3.8)

Una aproximacio inicial de ’arrel que podem trobar sense fer cap operacié és
o = bq/2

donat que, si ¢ és parell la mantissa és trivial, i si no, només cal tenir emmagatzemada la
mantissa de b'/2. Aleshores

o =e=vmb?? < b? = g,
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d’on zyp > a. A més,

Vo > a, g(x) —a= gﬂ(;” (x —a) >0= g(z) > a,

donat que ¢"(£) = ¢/€® > 0si € > 0. A més, com que g”(£) és decreixent a [, 00), a estimacié

(3.6) podem prendre
!
1
K:maxg(f)zcz :
¢€laoo) 2 202 2y/c

Ara, d’acord amb (3.6)),
|2, — a < K7Y(K|zo —a))*, (3.9)

pero, per tenir convergencia, cal que K|z — o < 1:

1 1
= _ = (pa/2 _ 0 1/2p9/2
N Vo) = g0 = m N

1 —ml/? 1—b1/2 Vbh—1

2mi/2 = 2p-t2 2

Klzg— o] =

Per b = 2 tenim (vb — 1)/2 ~ 0.207 i per tant tindrem convergencia. Per a b = 10 tindriem
(vVb—1)/2 > 1, i per tant no podriem assegurar convergencia (necessitariem una condicié inicial
xo més acurada).

Suposem que estem implementant I'aritmetica IEEE doble, per la qual b = 2. Substituint

el valor de K|xg — | en (3.9)), obtenim

Y

’:L’n\;z\/a < 2(\/(_)2— 1>2n

d’on, si volem |e,(z,,/c)| < €, on € > 1071 és I'epsilon-maquina de Paritmetica IEEE doble,

només cal demanar

1
n > ——log ~
108102 " oz (V5 — 1)/2)

Per tant, per a qualsevol nimero maquina ¢ = mb?, prenent o = b%/? i fent 5 iterats de Newton
obtenim fI(y/c) amb error relatiu més petit que l’épsilonfmaquinaﬂ Cada iterat de Newton
(3.8) només consta d’una divisié i una suma (no comptem la divisié per dos perque, en una
aritmetica binaria, només cal decrementar I'exponent en una unitat). \V4

3Estem suposant que no cometem errors a les operacions. Aquesta suposicié és realista si les operacions a
nivell intern es fan amb una aritmetica més precissa que la IEEE doble, cosa que passa a la practica totalitat
dels processadors actuals.



66

J.M. Mondelo. Métodes Numerics. Capitol 3




Capitol 4

Interpolacié Polinomica

Suposem que tenim una familia de funcions R — R que depenen de n + 1 parametres,

O (z;5ag,...,a,)
on aop,...,a, son els parametres. Suposem també que tenim n + 1 punts {(z;,v;)},. El
problema d’interpolacié per ®, {(z;,y;)}, consisteix a determinar ay, ..., a, perque

O(xi5a0,...,0,) =1y, 1=0,1,...,n.
Els {(x;,y;)}", es diuen punts de suport, els {z;}" , abscisses de suport i els {y;}I,
ordenades de suport.
Es diu que el problema d’interpolacié és lineal si ® depen linealment dels parametres,
O(z; a9, ..., a,) = agPo(x) + a1 P1(x) + - - - + a, D, (),
per exemple, la interpolaciéo polinomial,
O(z;ag,...,a,) = ag + a1x + agx® + - + a,a”,
o la interpolacié trigonometrica,
O(z;ag,...,a,) = ag + are™ + age™®* + - + a,e™.

Exemples d’interpolacié no lineal sén la interpolacié racional,

a0+ arx + - - + apz”
@(.ﬁE;ao,...,an;bOa"'?bm):b0+b1$+...+b xm’

i la interpolacié exponencial,
P(r: A ) = Aoz Az Anx
(300, -y Qny Aoy - - oy Ap) = ap€°% + a1 4 -+ - + aem”.

Abans de I'aparicié de les calculadores, la principal aplicacié de la interpolacié era obtenir, a
partir de taules, valors no tabulats (de funcions trigonometriques, logaritmiques, distribucions
de probabilitat,...). En l'actualitat, la interpolacié continua essent una eina fonamental per
I’aproximacié de funcions, que és el fonament d’altres metodes numerics, alguns dels quals els
veurem durant el curs.

En aquest capitol només tractarem la interpolacié polinomial.
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4.1 Interpolacié de Lagrange

4.1.1 Existeéncia i unicitat

Denotem per I1,, el conjunt de polinomis de grau < n. El problema d’interpolacié de Lagrange
consisteix a, donats {(z;, y;)}", C R? amb z; # z; per i # j, trobar P € II,, tal que

P(x;))=vy;, i=0,1,...,n. (4.1)

Proposicié 4.1.1 El problema d’interpolacio de Lagrange té solucio unica.

Prova: Per a veure’'n l'existencia de solucid, anem a construir-la explicitament. Definim

(x—z0)...(r—mi)(x —xigq) ... (x — xp)
(i —x0) .. (i —mi1) (g — 2iq1) - (g — )

Li(z) =

Els polinomis Ly, ..., L, € Il s’Tanomenen polinomis basics de Lagrange, i verifiquen

1 sii=j,

Lilz;) :{ 0 sii].

P(z) = yoLo(x) + y1L1(z) + - - - + yn Ly () €11,

verifica P(z;) = y;, per i =0,1,...,n.

Per veure’n la unicitat, suposem que P,Q € II, verifiquen P(z;) = Q(z;) = y; per i =
0,1,...,n. Aleshores P — @ € I1,, té n + 1 zeros diferents, xq, ..., z,. Pel teorema fonamental
de l'algebra, necessariament ha de ser el polinomi zero, i per tant P = Q). 0

Aleshores

Els polinomis basics de Lagrange donen un metode de calcul del polinomi interpolador. Tot
i que és interessant des del punt de vista teoric, altres metodes que veurem més endavant sén
més adequats per calculs efectius. No obstant aixo, la formula de Lagrange pot ser interessant
en situacions en les quals s’han de resoldre molts problemes d’interpolacié per les mateixes
abscisses de suport.

Prova: (una altra) Anem a imposar la condicié d’interpolacié (4.1)) a un polinomi genéric

P(z) =ao+ a1z + - - + a,z".

Obtenim
ag + aimg + ari 4+ @Il = o
ap + wmxr + ar? 44wt = oy
)
a + @z, + ari 4+ 4l =y,

que és un sistema lineal (n + 1) x (n+ 1). Tindra solucié tnica si i només si el determinant de
la seva matriu de coeficients és no nul. El determinant esmentat és

1 zg x3 ... a0
1z 22 ... af nlon
:H(xz_xy) = H (@i — z;),
, i>j j=0 i=j+1
1z, x;, ... ay

que es diu determinant de Vandermonde. 0
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4.1.2 Algorisme de Neville

Considerem els punts de suport {(x;, fi)}, 1, per a k < n, {ip,i1,...,3x} C {0,1,2,...,n},
denotem per
-Pi(),il ..... ik € Hk‘ (42)

el polinomi que resol el problema d’interpolaci6

Pio,'h ..... Zk<xlj) :fij7 j 20717"'7k- (43)

Exemple 4.1.2 Suposem que treballem amb punts de suport {(0,1), (1,3),(3,2)}. Amb les
notacions anteriors n = 2, (xg, fo) = (0,1), (z1, f1) = (1,3), (22, f2) = (3,2). Aleshores

e Py(x) és el polinomi de grau zero que satisfa Py(zxg) = fo, i.e. Fy(0) = 1. Amb les

notacions anteriors, Py = P;,, amb iy = 0.

e Pya(x) és el polinomi de grau < 1 que satisfa Pyo(zo9) = fo 1 Po2(xa) = fo, és a dir,
Po2(0) =1, Py2(3) = 2. Amb les notacions anteriors, Pyo = P, ;, amb ig =0, i; = 2.

e Py12(x) és el polinomi de grau < 2 que satisfa Py12(0) =1, Po12(1) =3, Py12(3) = 2.

Vv
Vegem la recurrencia que déna lloc a 'algorisme de Neville en forma de proposicié.
Proposicié 4.1.3 Se satisfa
Pi(z) = fi (4.4)
Poi ilz) — (@ = @io) Py, () — (@ — sz‘k)l%‘o,z‘l,...,ik_l(ﬁ)_ (4.5)
Tgy, — T4y

Prova: La igualtat (4.4) és trivial. Per veure (4.5)), denotem per R la part dreta de la igualtat
i provem que satisfa (4.3) i (4.2), llavors, per unicitat de la interpolacié de Lagrange, tindrem

R = P, i, Es clar que
R(xio) = Pio ----- ik—1(xio) = fio’
R(IB%) = B, n (%k) = fika
degut a les propietats d’interpolaci6 de P, ;i F;, ;. Finalment

(@i, — i) fi; — (@, — w3 ) [

J— xlo

R($Z7): :fiJ'? j:172a"'7k_17

com voliem veure. O

Donat z, suposem que volem avaluar P(z), on P és el polinomi interpolador de Lagrange
amb punts de suport {(x;, f;)}Io. Segons les notacions anteriors, P(z) = FPy1,. ().
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L’organitzaci6 dels calculs de la recurrencia (4.4), (4.5)) en la segiient taula

k=20 k=1 k=2
zo | fo = Fo(x)
Poi(x)
x| fi = Pi(x) P0,1,2(SU)
P 5(x)
Ty | fo = Pa(x)

que s’omple columna a columna d’esquerra a dreta, es coneix com a algorisme de Neville.

Exemple 4.1.4 Considerem els punts de suport {(x;, f;)}7_, donats per la seglient taula:
1|0 1
fill 3

DO W DN

Volem avaluar el polinomi interpolador a = = 2, és a dir, volem trobar F;2(2). La taula de
I’algorisme de Neville és

k=0 k=1 k=2
2o=0|fo=F2) =1
P0,1(2) =35
n=11h=n)=3 Poa2(2) =10/3
Py2(2) =5/2
1y =3 | fa=P(2) =2
R L
Poia(2) = (2 — xO)PH(Z : g’; — x9) Po () _ (2 — O)i : (()2 —3)5 _ ?

z2

4.1.3 Metode de les diferencies dividides de Newton

El metode de Neville és adequat per a avaluar el polinomi interpolador a un punt una tnica
vegada, pero és ineficient per a avaluar-lo diverses vegades. Per a aixo, el que voldrem és tenir
I’expressié general del polinomi interpolador i avaluar-la tantes vegades com calgui. D’aix0 ens
ocuparem en aquesta seccio.
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Suposem que volem trobar P, € II, polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport
{(xs, fi)}—o. Silescrivim en la forma

P.(x) = ag+ai(r —x0) + as(x — x)(x — 1) + az(z — xo)(x — x1)(x — 2)
+Fap(r —xo)(x —21) ... (T — ) (4.6)

Aquesta formulacié permet avaluar el polinomi interpolador mitjancant I’esquema de Horner,
per exemple

Ps3(x) = ag + (x — z9) [al + (2 — x1)[as + (x — z2)ag]|. (4.7)
Si imposem la condicié d’interpolacié a (4.6)), obtenim

fo = Pn(ﬂio) = Qo
fi = Pu(x1) = ao+ai(zs — o)

fo = Puz,) = ag+a(x,—m0)+ -+ an(ry—20)... (Tp — Tp_1)

Aquest és un sistema d’equacions lineal (n+1) x (n+1) triangular que es pot resoldre recurrent-
ment: ap = fo, a1 = (f1 —ao)/(r1—x0), az = (f2 —ag— a1 (x9 —350))/((372 —x0) (2 —371)),- .. En
particular, té soluci6 tnica, i aquesta és una altra demostracié d’existencia i unicitat del poli-
nomi interpolador.

Recuperem les notacions de I’algorisme de Neville: per a {ig, ..., it} C {0,...,n} denotem
per P, .. s, el polinomi de grau < k que verifica P, (z;;) = fi, per j =0,1,...,k.
Observem que P, ;. — P, .i._, és un polinomi de grau k que té zeros z;,,...,x; _,. Per

tant, existeix una unica constant, que anomenarem f;; tal que

ik
Pig,.ir(®) = Pig.. i (T) = figin (0 — 14) o (T — 2345 _,).

Aleshores,
F)io,m,ik (l‘) - ‘P’£O,~--,ik71(x) + fi07~~~7ik (‘77 - Iio) R (I - xik—l)
= Piop--,ika (ZL’) + fio,mikq(w - xio) s (:L’ - wik—Q)

: + figoin(@ — i) oo (2 — 24, )

= P (%) + figi (x — xi) + (4.8)
+ fiosinia (T — i) (X — 24) + -+ - +
+ figiroin (@ — Tig ) (@ — ) o (@ — @y, )

Observem que fii,...i. ¢s el coeficient del terme de grau més gran (o sigui, del terme de
grau k) de P, ;, ;.. Per la proposicié 4.1.3| sabem que

(I - xiO)'Pil:mﬂ;k (ZE) - (I - xik)‘PiO,wﬂ:k—l (ZE)

P,... ik (l’) = )
Ly, — Ty
d’on F F
_Janesty T Ji0setk—1
fio,...,ik - . (49)
Ty, — Tgy
La quantitat f;, _; 'anomenarem diferéncia dividida d’ordre k aplicada als arguments x;,, . .., ;

-
Més formalment:
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Definicié 4.1.5 Sigui f : R — R funcid, {z;}*_, C R diferents dos a dos. Definim la di-
feréncia dividida d’ordre k de f aplicada als arguments xo, . . . , x, que denotarem per f[xo, ..., x|,
com el coeficient de grau més gran del polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport

{(zi, f2:)) Yoo

Proposicié 4.1.6 (recurréncia de les diferéncies dividides) Per x € R, se satisfa

1, pern € N, xg,...,z, C R diferents dos a dos,

f[xoj.”?xn] _ f[ffl,...,l'n] _f[an"'7In—1]' (41())

Lp — Xo

Prova: La primer igualtat és obvia. La segona se segueix de (4.9) prenent k = n,ip = 0,4, =
1.0, =n. U

Proposicié 4.1.7 El polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport {(xz, f(xz))}fzo
és
Pu(x) = flxo] + flwo, 21](x — x0) + flxo, 21, 22| (7 — T0) (T — 71)
+ -+ flro, 1, . xn] (@ — xo) (T — 1) . (T — X q).

Prova: Tenint en compte que P, (z) = f;,, se segueix de (4.8)) prenent k = n,ip = 0,i; =
1,...,i, =n. O

El calcul del polinomi interpolador de Lagrange mitjancant les diferencies dividides de New-
ton se sol organitzar en una taula semblant a la de ’algorisme de Neville, tal com s’il-lustra en
el segiient

Exemple 4.1.8 Volem trobar el polinomi interpolador de Lagrange amb els punts de suport

de Pexemple 4.1.44 {(z4, fi)}2, donats per

710 1 2
fill 3 2
La taula de diferéncies dividides és
zo =01 flzg) = 1
f[x()axl] == % - 2
rp=1 f[xl] =3 f[ﬂfo,iUl,fBz] = _2/352 = —%
f[xlvxZ] = % = _%
To = 3 f[l‘g] =2

que s’omple per columnes, d’esquerra a dreta (observeu com es tradueix la recurréncia (4.10))
sobre la taula). El polinomi interpolador és, d’acord amb la proposicié m,

P(x) = flzo] + flxo, z1](x — xo) + flwo, x1, 22) (2 — 20)(x — x1)
= 1+2x—2x(x—1).
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Noteu que els coeficients que entren al polinomi interpolador sén els de la part de dalt de la
taula de diferencies dividides.
Anem a trobar el polinomi interpolador per Neville:

.CI?(]:O Po(l’):fo:l

=1 P(z)=fi=3 P012=—%x2+%x+1

2?2:3 PQ(Z’):fQ:Q
on els calculs intermitjos per completar la taula sén

(x — x0)P1(x) — (x — 21) Py() (x—0)3—(x—1)1

P pummy pumy
071('%) 1 — X 1
= 2x+1
—x1) P —(z — x9) P 7
Po(z) = (x —z1)Pa(z) — (x — 22) P () _ 7z 4+ L
T2 — X1 2 2
—x9) P — (x — x9) P, )
Pora(z) = (x = mo) Pra(z) — (¥ — 22) Poi (2) = 2202t
T2 — To 6 6
El polinomi interpolador és, per tant,
) 17
P(z) = —axz + o7 +1,

que coincideix amb el que haviem calculat amb diferencies dividides (expandiu-lo). A més,

flzo,z1] = 2 = coeficient de grau maxim de B,
flri,22] = —1/2 = coeficient de grau maxim de P, o,
flro,z1,22] = —5/6 = coeficient de grau maxim de Fp o,

d’acord amb la definicié [£.1.5]

Tot i que aqui ho hem fet amb finalitats il-lustratives, noteu que no és eficient trobar
I'expressié general del interpolador pel metode de Neville, donat que requereix manipulacié
simbolica. El metode de Neville és adequat per a avaluar el polinomi interpolador a un punt
una Unica vegada. \V/

4.1.4 Comparacié entre els diversos metodes

Hem vist tres metodes de calcul del polinomi interpolador de Lagrange: usar polinomis basics de
Lagrange (demostracié del teorema, I’algorisme de de Neville (Seccié i les diferencies
dividides de Newton (secci6 [4.1.3)).

Si hem d’avaluar el polinomi interpolador de Lagrange P € II,, corresponent a determinats
punts de suport {(z;, fi;)}7_, una unica vegada (per exemple, només necessitem P(3)), la millor
opci6 és usar I'algorisme de Neville, donat que ens estalvia construir explicitament P(zx).

Si hem d’avaluar P a diversos punts, llavors és més eficient construir explicitament P(x)
mitjangant les diferencies dividides de Newton, i llavors avaluar-lo tants cops com calgui (apro-
fitant ’esquema de Horner (4.7))).
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L’expansi6 en polinomis basics de Lagrange és d’interes principalment teoric. No obstant, hi
ha una situacio practica en la que pot ser interessant, i és quan hem de treballar amb diversos
polinomis interpoladors amb les mateixes abscisses de suport. Concretament, si definim

(x—x0) ... (r—xi1)(x—xi31) ... (T — 7))
(i — ). (1 — xi1) (s — wig1) .. (15 — 1)

llavors el polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport {(z;, fi)}7, és

P(x) = foLo(x) + fili(z) + - + fuLln(2).

Si ara necessitem el polinomi interpolador amb punts de suport {(z;, ¢;)}i, (o sigui, només
canviem les ordenades de suport), el podem escriure com

Q(x) = goLo(z) + g1 L1(x) + - -+ + gnLn(2),

on les L;(x) son les mateixes d’abans.

4.1.5 Error a la interpolacié de Lagrange

Teorema 4.1.9 Sigui f : [a,b] — R de classe C", {z;}, C [a,b] diferents dos a dos,
P € 11, polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport {(z;, f(x;))}y. Aleshores,

YV € [a,b],
FrrD (€ ()
flz) = P(z) = an(w),
onw(x) = (x—x0)(x—2x1)...(x—x,) i {(x) € (x0,...,%n,x) € una funcid desconequda de x.
Prova: Fixem z € [a,b]. Si x = z; per i € {0,...,n}, aleshores podem escollir £(x). Suposem

¢ {xo,...,xp}.

Considerem la funcio

on

(recordeu que z esta fixada, i noteu que S(x) és constant respecte de z).
Es immediat comprovar que F' té n + 2 zeros (respecte de z): xg, ..., Z,,z. Ordenem-los i
canviem-los de nom: siguin

(&,e”,.. €0} = {wo, ... w0, 2}
amb 5(()0) < f&o) << &(1 < §n+1 Apliquem el teorema de Rolle n 4 1 cops:

F tén+2 zeros: {0}

Bl B/ t6 n 4 1 zeros: {fl-(l) gl fi(l) € (51(0)1’ (O)>
Rolle F" té n zeros: {5,;(2) mh f (fz(l)pf W )
Rolle  p(n) ¢4 2 yeros: {5,(”)}?;}, f (é(n b fn Y

Rl pnt) 16 1 geror {€" VY251, 55"“) GRNaR
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Llavors tenim

0= Fr(gIRY) = 0 EEY) - (n+ 118 (),
donat que P és un polinomi de grau n i la seva derivada n + 1 és zero, i com que w(z) és un
polinomi monic de grau n + 1, la seva derivada n + 1 és (n + 1)!. Aillant S(z), tenim

ForEnthy o f(x) - P(a)
(n+1)! Sle) = wlx)

i només cal multiplicar per w(z). Noteu que 5,(::{1) depen de z, donat que z surt a la llista de
punts amb la que comencem a aplicar Rolle. 0]

Observacié 4.1.10

1.— No tenim cap control sobre £(z), de manera que la fitacié més fina de I’error d’interpolacié
que podem fer és
(n+1)
maxyefa |/ (1))
— P(x)| < Y
@) = Plo)| < R

(on [a, b] el prenem tan petit com puguem).

jw(z)]

2.— Per a abscisses equiespaiades, la funcié w(zx) és simetrica respecte de (zg + x,)/2 per n
senar, antisimetrica respecte del mateix punt per n parell. La podeu dibuixar amb Octave
mitjancant

x=linspace(0,1,333);
y=prod(repmat (x,n+1,1)-diag(0:n)*ones(n+1,333)/n);
plot(x,y)

(proveu diversos valors de n, i vegeu la figura .

3.— Observeu que |w(x)| és més petita al mig que als extrems. Per aixo convé que les abscisses
d’interpolacié estiguin distribuides el més simetricament possible respecte del punt on

interpolem.
4.— La funcié |w(x)| creix molt rapidament fora de (xy,...,z,). Aixo ens diu que extrapolar
(avaluar el polinomi interpolador fora de I'interval generat per les abscisses d’interpolacid,
i.e., fora de (xz,...,x,)) és perillés i s’ha de fer amb compte.
\V%
Observacié 4.1.11 Una altra expressio per l'error d’interpolacié és
f(z) — P(x) = flxo, ..., on, x|w(z), (4.11)
donat que
flz) = f[a:o] + flro, z1)(z —zo) + - - + flxo, .., xa)(@ — 20) ... (x — 37n—1l
=P(a)
+ flxo, .y xn, zl(x —xg) ... (x — xp1) (T — )

i aquesta igualtat se segueix del fet que la part de la dreta és 'expansié en diferencies dividides
del polinomi interpolador als punts {(xq, f(z0)), ..., (zn, f(zn)), (z, f(x))}. \V/

D’acord amb aquesta observacio, tenim el segiient
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Figura 4.1: Representacié grafica de w(z) = (x — x¢) ... (x — x,) amb abscisses equiespaiades a
0,1] (z; =i/n, i=0,1,...,n), per n =5 (esquerra) i n = 6 (dreta).

Corol-lari 4.1.12 Sigui f : [a,b] — R de classe C", {xq,...,x,} C [a,b] diferents dos a dos,

x € [a,b], © & {xg,...,x,}. Aleshores existeir &, € (xo,..., T, ) tal que
_ &)
f[x07"'7xn7$] - (n+1)‘

Prova: Sigui P(z) el polinomi interpolador als punts {(xo, f(z0)),..., (zn, f(z,))}. L’error
d’interpolacio és, d’acord amb el teorema |4.1.9|1 'observacié 4.1.11},

(n+1)
f() - Pa) = %T(j”;)wm S )

i, com que x ¢ {x;}!", podem dividir per w(z) i tenim la igualtat que voliem. O

Observacié 4.1.13 Noteu que el que hem provat equival a dir que per {z;}! , diferents dos a
dos existeix & € (xg,...,x,) tal que

ARIES
flzo, - xn] = '()
n!
Noteu també que 'ordre de la derivada és el nombre d’arguments menys un. \V4

Proposicié 4.1.14 (simetria de les diferéncies dividides) Siguin {x;}?, C [a, b] diferents
dos a dos, f: R — R funcid, o € S,, permutacio. Aleshores

fl@o, .. x0) = fl@o), - s Tom)]-

Prova: En les notacions de la proposicié de la recurrencia de I'algorisme de Neville, f|zo, ..., z,]

és el coeficient de grau maxim de Py, 1 fZs(0),- - -, Tom)] és el coeficient de grau maxim de

(n)- Pero By . n 1 Py0),...0(n) resolen el mateix problema d’interpolacié de Lagrange, i,
O

-----

per unicitat de solucié del problema d’interpolacié de Lagrange, han de ser iguals.
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4.2 Interpolacié d’Hermite

4.2.1 Existéncia i unicitat

En aquesta seccié volem trobar polinomis dels quals, a més de prescriure’n valors, volem pres-
criure valors de les seves derivades.
Concretament, donats

o {z;}", C R, verificant zy < -+ < z,, (abscisses d’interpolacié),
e {n;}1", C N (ordres maxims de derivacié decrementats en una unitat),

° {ygk)}i:o,1,_..,m,k:0,1,...,ni—1 C R (ordenades d’interpolacid),

cerquem P, € II,, amb
no+ni+---+n,=n+1
tal que
PO@) =y, i=0,1,...om, k=01, ,m—1
Exemple 4.2.1 Suposem que cerquem Pj € II; verificant

Ps(1) =1, P5(2) =4, Ps(3) =6,
P(1) =2, P2) =5,

P’(1) = 3.
Llavors, en les notacions anteriors,

Zo :1, T :2, ) :3,

o :37 n :27 U :17
0 0 0

yél) =1, y§1) =4, 4 =6

y(()) = 4 yg ) = )
2

' =3

Proposicié 4.2.2 El problema d’interpolacio d’Hermite té solucid unica.

Prova: Vegem primer la unicitat. Siguin P, P, € II, solucié del problema d’interpolacié
d’Hermite. Aleshores

P¥ () = PP (x) =y®, i=0,1,....,m, k=0,1,...,n; — L

7
Aleshores el polinomi Q) := P, — Py té ng+ny +- -+ +n,, = n+ 1 zeros comptant multiplicitats.
Com que és de grau < n, pel teorema fonamental de I’Algebra necessariament ) = 0.
Per veure'n 'existéncia, considerem un polinomi general P(z) = ¢y + c1x + - -+ + ¢,2™ de
grau < n. P(x) sera solucié del problema d’interpolacié d’'Hermite sii

PR @) =y®  i=01,...,m, k=0,1,...,n;—1.

Aquest és un sistema d’equacions lineals en ¢y, . . ., ¢,, de ng+n;+- - -+n,, = n+1 equacions i n+
1 incognites. Com que sabem que té soluci6 unica, la seva matriu de coeficients necessariament
és no singular, i per tant té solucié. [l
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4.2.2 Calcul del polinomi interpolador d’Hermite

Es pot fer mitjancant les diferencies dividides de Newton, de manera completament analoga a
la interpolacié de Lagrange.
Denotem mitjancant

(507 f0)7 R (£n0*17 fnofl)u
(67107 fno)a R (fno—o—nl—l, fn0+n1—1>7

(f?m-l-m-i-nmfu fno+--~+nm71)v R (§n0+~~~+nm—1> fno+~~~+nm—1>

els parells

0 no—
(x()ay(() ))a ) ($07?/(() ’ 1))7

(1, ), ... (™),
0 . Ny —1
(‘/Em7y£n))’7($m7y7€n ))’

(recordeu que g+ -+ +n, — 1 =n). Com que 29 < T < « -+ < Ty, tenim & < & < -+ <&,
El polinomi interpolador d’Hermite és

Pu(z) = fl] + flo, &ul(x — &) + fl60s &1, Sl (z — o) (z — &1)
+ 4 fléoy &l — &)z — &) .. (2 —Enr)

Per tal que I'expressié anterior tingui sentit, hem de poder calcular diferencies dividides amb
arguments repetits. Observeu que la definicié que hem adoptat de diferencies dividides (definicié
4.1.5) no té sentit si els arguments no soén diferents dos a dos. Les proposicions , i
I'observaci6 [£.1.13 ens permeten donar sentit a diferéncies dividides amb arguments repetits de
la segiient forma:[

fl&ir s Gl
. Sl&itrs - - fiérij—_fgi’ oG] si & # Civy)
yl(j)/j!, st & =&y, per l tuq. o =&,
Noteu que si §; = &, lavors § = {1 = G2 = -+ = &y, 1, per Pobservacio
fO(&)

f[fz‘, -jfl-,@] = ;!

Exemple 4.2.3 Continuem l’exemple m siguin {z;}2,, {ni}i, i {yz-(j)}12071,2,]-:071,“%_1
donats per les taules

i]0 1 2 N0 12
;.| 01 46

15 5 3 il 125

i 2 |3

!Podeu trobar a la pagina 250 de 'edicié de Dover de Analysis of Numerical Methods de Isaacson & Keller
una expressié en termes d’integrals iterades per a les diferéncies dividides amb arguments possiblement repetits,
que es pot considerar una definicié intrinseca de les diferéncies dividides quan f(™ és continua.
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Amb les notacions anteriors,

o=, & =x0, &S =x0, &E=z1, & =11, & = Ty,

0 2 0 0
fo=v A=u", =P f=4" fi=yM, £ =

Els calculs es poden organitzar aixi:

zo | flwo]
flzo, zo]
xo | flxo] flzo, o, z0]
flzo, xo] flzo, o, zo, 1]
xo | flwo] flxo, zo, 1] flxo, w0, o, 1, 21]
flxo, x1] flxo, o, 1, x1] flxo, xo, o, 1, X1, T2)
xy | flai] flxo, x1,21] flxo, xo, x1, 1, 2]
fley, 21] flxo, x1, 1, x2]
xy | flai] fley, @1, 22)
f[3017332]
zo | flza]

on
Flzol=y5”, Fla)=u", Fleal=y3”,

flo, xo]:y(()l)/ll, f[fﬁl,xl]:y;l)/l!, flzo, o, xo]:y(()Q)/Q!,
i els altres es calculen com a la proposicio [4.1.6, per exemple,

flzo, v1] — flzo, 0]

f[l’o,l?o,xﬂ = 7
1 — X
flzo, T, To, 1, 1] = flzo, o, x1, 1] — flz0, 20, X0, :131]'
1 — 2o
Concretament,
1 1
2
1 1 3/2
2 —-1/2
3 1 ~13/8
5 —5/2
2 4 -3
2
3 6

i, per tant, el polinomi interpolador d’Hermite buscat és
Ps(z) = flxo] + flzo, mo](x — o) + fl2o, o, zo](x — w0)
+ f[zo, Zo, zo, 21)(z — 20)* + flz0, T0, T0, 21, 1) (T — T0)* (z — 1)
+f[$07 o, Ly, L1, 1, x2]<x - ‘/EO)g(I - fL’l)Q

_ 1—1—2(:1;—1)—}—;(33—1)2—%(x—1)3+§(3:—1)3(x—2)

2
_§($ —1)3(z - 2)%
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Comproveu que PY)(z;) = ygj ), \V/
4.2.3 Error a la interpolacié d’hermite

Tenim un resultat analeg al del cas de Lagrange.

Teorema 4.2.4 Sigui f : [a,b] — R de classe C"™ {zg,...,zm} C la,b], 7o < 71 < -+ <

T, {no,...,nm} CN, ng+---+n, =n+1. Sigui P, el polinomi interpolador d’Hermite
corresponent, i.€e.,

P®(z)=f®(z;), i=0,1,....m, k=0,1,...,n;— 1.
Aleshores, per tot x € [a,b] existeiz &, € (xo,...,Tm,x) tal que

Fr(E)

(x — )" (x —x)™ ... (x — xp)"™.
Prova: Només fem un cas particular (en general és molt pesat). Suposem m = 2, ny = 2,
ny=1,ny =3, donn=>.

Fixem z € [a,b]. Si z = x; per a algun i, ens serveix qualsevol &,. Suposem z # x; per
i=20,1,...,m i definim

F(z) = f(2) = Ps(2) = (z — 20)*(z — 21)(z — 22)*S(2),

o f(z) — Py(x)

(x — x0)%(x — 1) (2 — 22)3’

S(z) =

(noteu que S no depen de z).

Per simplificar la notacid, particularitzem encara més i suposem que x € [z, z3]. Aleshores,
degut a les propietats de interpolacié de Ps, F' té zeros xg, 1, X2, x. Escrivim-los ordenats i
repetits amb multiplicitats, i apliquem el teorema de Rolle sis vegades:

F s’anulla a To To T T To To  To
— [’ s’anul-la a Zo fél) f;g,l) 54(11) Ta T
— [ s’anul-la a éz) 55(;2) ff) éQ) T2
— F" g’anul-la a S;S,S) ff) 55()3) ff(jg)

— F® g’anulla a 51(;4) 5;4) §é4)
— F®) g'anul-la a §é5) 5((;5)
= F© ganul-la a .

on I'element de cada fila esta inclos a 'interval obert format per dos elements més propers de
la fila anterior. Definim &, := gé“ € (xg, x1, T, x), 1 tenim

0=FO() = f9&) - 615(z),

e (@) = Py(a) 19
Tr)— 5T o o x
(. — 10)2(x — 1) (2 — 22)3 Sle) = 6!
i només cal multiplicar per (z — z0)*(z — 71)(z — x9)3. O

Observacio6 4.2.5
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1.— El problema d’interpolacié de Lagrange es recupera prenent ng =n; = -+ =n,, = 1.
2.— Per m = 1, el polinomi interpolador d’Hermite és el polinomi de Taylor, donat que
ng =m+ 1,
P.(z) = flwo] + flwo, 2o](z — 20) + flx0, T0, T0) (T — 70)*
n+1 n
+ -+ flzo, - -, xo](z — x0)",
i, per I'observacio [4.1.13],
i1 9 (x
f[.ro,{..,l'o] = (‘ O)
J!
De fet, 'error d’interpolacié d’Hermite és, en aquest cas, la resta de Lagrange del polinomi
de Taylor:
_ f(nJrl) (590) n+1
f(x) = Palz) = m(x —20)""

4.3 Interpolacié per splines

Comencem aquesta seccié fent paleses algunes limitacions de la interpolacié de Lagrange, que
fan necessari considerar altres tipus d’interpolacio.
Suposem que volem aproximar f : [a,b] — R. Prenem a = 2y < 21 < -+ < x, = b

considerem P, (z) polinomi interpolador de Lagrange a { (z;, f(x;)) }"_o. Pot semblar que pujant

el grau podem millorar arbitrariament Paproximacié, és a dir, Vo € [a,b], P,(z) = f(z). Aixd

no és cert en general.

1 T T N\ T . T
/N 1145 x2)
/ \
0.8 - ’// \\\ -
/ \
/ \
0.6 - / \ .
/ \
/ \
// \\
0.4 | \ .
02 - / \ .
// \\\
0 1 1 1 1
1.5 1 0.5 0 0.5 1 15

Figura 4.2: Grafica de f(z) = 1/(1 + (5z)?).

Exemple 4.3.1 [Runge, 1901] Considerem la funcié
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que és de classe C*°(R). Per n € N, prenem {z;}? , equiespaiats a [—1, 1]:
o= —1+i2, i=0,....n,
n

i denotem per P, el polinomi interpolador de Lagrange amb punts de suport {(.Il, f (l‘i))}?:o-
Es pot demostrar analiticament que P,(x) - f(x) per n — oo en un entorn de z = 1 i
x = —1. A la practica, s’observen grans oscil-lacions del polinomi interpolador al voltant de 1

i—1. \V4
Voldriem un procediment interpolador que
e Mantingués una certa regularitat globalment.
e Permetés millorar I'aproximacié arbitrariament en augmentar el nimero de nodes.

Una manera natural d’aconseguir el segon punt seria usar no un polinomi interpolador de
grau elevat, sind diversos polinomis interpoladors de grau més petit. Fent aixo no podem
garantir que la funcié aproximadora sigui diferenciable a tot arreu, perque és polinomial a
trossos. Si volem tenir regularitat globalment, cal imposar que els polinomis empalmin de
manera suau: voldrem que, als punts de contacte, les derivades dels polinomis coincideixin fins
a un cert ordre. Aixo porta de manera natural a la nocié de spline.

Definicié 4.3.2 Donat un interval tancat |a, b, direm que A := {x;}_, n'és una particié si
a=x0< 21 < <xp_1 <z, =>b. Els punts x; s’anomenen nodes.

Definici6 4.3.3 Un spline de grau p associat a la particid A := {z;}_, d’un interval tancat
la,b] és una funcid s : [a,b] — R de classe CP~! verificant

S|[zi,zit1] € Hp, Vi=0,...,n—1.
Denotarem per S,(A) el conjunt d’splines de grau p associats a A.
A continuacié desenvolupem la teoria necessaria per al calcul de splines ctbics.

Definicié 4.3.4 Siguin {(z;,v;)}"og C R? amb zo < z; < -+ < z,. Anomenarem spline ctibic
interpolador amb punts de suport {(z;,y;)}"y C R? tot s € S3({z;}1,) verificant

s(z;) = yi, i=0,...,n.

Exemple 4.3.5 Als punts de suport {(z;,y;)}?_, donats per la taula
110 1
2|0 12

W N DN

correspon 1I’spline cibic interpolador

so(r) =1 — 2z + a3, si z €0,
s(x) =
si(z) =3 -8z +62%—23  si xell
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Podeu comprovar que:

Y%

Anem a determinar condicions d’existencia i unicitat de splines ctbics interpoladors.
Fixem {(z;,v:)}", punts de suport amb zy < 3 < --- < z,. Per a s € S3({z;},)
qualsevol, denotem

. . 2 3
S; = S\[ﬂﬁiﬂ?Hl] =:a;0 + ;1T + Qi 2k + a; 3T .

Tenim un total de 4n coeficients a determinar. Comptem el nombre de condicions:

e Regularitat: per a que s € C?([zg, 7,]), cal demanar

sic1(x) = si(x)
Sy(z;) = si(w) p oi=1...n—1,
sy (zi) = si(x)

que déna un total de 3(n — 1) condicions.

e Interpolacio: cal
s(z;))=vy;, 1=0,...,n,

que sén n + 1 condicions.

En total tenim 3(n — 1) + n + 1 = 4n — 2 condicions. Per igualar el nombre de coeficients a
determinar, ens calen 2 condicions. Se sol triar entre:

e condicions d’extrem d’Hermite: per y;,y., € R donats, demanem
s'(z0) = Yy, s'(xn) = b, (4.12)
o condicions d’extrem naturals: demanem

§"(xg) = " (x,) = 0, (4.13)

e condicions d’extrem periodiques: demanem
s'(xo) = ' (xn), §"(xg) = 5" (xn). (4.14)
Noteu que, perque aixo tingui sentit, cal que yy = y,!!

Els corresponent splines es diuen d’Hermite, naturals o periodics, respectivament.

Noteu que totes les condicions que hem demanat sén lineals en els coeficients, i com que
tenim tantes equacions com coeficients a determinar, ’existencia de solucié equival a la unicitat.
Anem a trobar un algorisme de calcul, del qual se'n seguira 'existencia de soluci6 (i per tant
la unicitat).



84 J.M. Mondelo. Métodes Numerics. Capitol 4

Definicié 4.3.6 Per a s € S3({x;},), definim els seus moments per
M; = §"(x;).

Anem a veure que, si s és spline interpolador d’Hermite, natural o periodic, els seus moments
el determinen completament. Recordem que haviem definit s; := 8|4, 2,,,) € Il3. Per tant,
si € Il;, d’on

T — X T — I
" i+1 i
s; (:zc) = Mi————+ M1 ———

Ti — Tit1 Tit1 — T4

Tiy1 — T r—x;

i+1 i+1
on hem denotat
hi:xi_xi—ly z:l,,n

(noteu que hem emprat polinomis basics de Lagrange). Integrant dos cops, tenim

2 2
! = _MiM M, (z — ;) C,
() 2 b
) 3 N
siz) = P s ) M VA il Y Ci(x — x;) + C (4.15)
61 6hiy1

on C;, C; sén constants d’integracié que es dedueixen de les condicions d’interpolacio:

2
hz’—i—l

6 Y

i+1 7 Yi hz
Yir1 = Si<xi+1) — Cz = M — (Mi+1 — Mz) +1. (416)
hi—l—l 6

Yi = Sz(l'z) — 5@ =1y — M,

Les expresions anteriors ja permetrien avaluar s;(x) per i arbitraria (donats els moments), pero
és més practic (per estabilitat numerica i perque permet usar 'esquema de Horner) usar per a
cada s; el polinomi de Taylor de grau 4E|

S; = o + 6@(37 — LIZZ) + ’yz(x — $¢)2 + 51(513 — LZ'Z')?’,

on
o = Sz(xz) = Y,
i1 — Y 2M; + M;
Bio= si(ey = UM ZHE Sy
i+1 6

1 M,
Yi = 5#(%) = o

1 M;. 1 — M;
5@' = —87(1‘1) = L

6 6his1

(recordeu que s/ (x;) = M; per definicié dels moments).
Anem a deduir equacions per als moments imposant continuitat de la primera derivada: per
t=1,...,n— 1, volem

si_1 (i) = si(s).

2que, per unicitat de I'interpolacié, coincideix amb s;.
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Usant (4.15)) i (4.16)), obtenim
hi Y — Yz h

M= — (M; — M;_1)—=
R UG
_ hivi | Yis1 — Ui hit1
= —Mi + — (Mi+1 — Mz) (417)
2 hita 6
don hi  hith h
M, = M= LN L Yit1 —Yi  Yi — Yi1
"6 * 3 T M 6 hiya hi
i, multiplicant per 6/(h; 4+ h;41), obtenim
ﬂ2M1—1+2M1+)\1M1+1 :di7 1= 1,...,7’L— 1, (418)
essent
. h; _ hita _ 6 Yit1r — Yi  Yi — Yi-1
A W S S B /2R T TR
hi + hiya hi + hiva hi + iy hita h;
Com que cal determinar My, ..., M, (total n+1 coeficients), ens calen 2 equacions més. Volem
que tinguin la mateixa forma que (4.18§]).
Cas d’Hermite. Hem d’imposar
h — h
yo = shlwo) = —Moo- + 2P0 (wy — M),
2 hy 6
d’on 4 5
073 + M 6 I Yo»
que, multiplicant per 6/hy, equival a
2Mo + Ao My = dy, (4.19)
amb ¢
Y1 — Yo /
=1 do= S (B
0 0 Iy hy Yo
També volem 5 5
n Yn — Yn—1 n
/ = n) — M'fl_ - Mn _MTL— s
d’on 5 5
n n Yn — Yn—1
My 1 —+M,— = 5= -7
15 Ty T o
que, multiplicant per 6/h,,, equival a
My +2M,, = d,, (4.20)

amb

6 Yn — Yn—1
n=1, dn:_</_—>’
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Cas natural. En aquest cas, volem

0= 8”(.%0) = M() <~ 2M0 + )\0M1 = do, amb )\0 = d() =0
0=5"(z,) =M, < p,M, 1+2M, = d,, ambpu,=d,=0

Ajuntant (4.18) amb (4.19) i (4.20)), i (4.18) amb (4.21)), hem provat

Proposicié 4.3.7 Siguin {(x;,y;,)}~y C R? punts de suport, g < -+ < .

(4.21)

Sigui s €

Ss({xi}y) el corresponent spline cibic interpolador, amb condicions d’extrem o bé d’Her-
mite (s'(xo) = yb, §'(xzn) = vy, per yy, vy, € R donats) o bé naturals (s"(xg) = s"(x,) = 0).

Aleshores, els moments de ['spline satisfan el segiient sistema d’equacions

2 X My do
M1 2 )\1 Ml dl
Hn—1 2 )\nfl Mnfl dnfl
on, peri=1,....n—1,
h hi 6 i+1 — Yi i — Yi—
fi=—"t N=—"" g = <?J+1 Yi Yi—Y 1>
hi 4 Ritq hi + hia hi + hita Rit1 hi

1, a4 MES,

e cn el cas hermitic,

e cn el cas natural,
)\()Zdo:ﬂ,n:dnzo

Observaci6 4.3.8 Obviament, a la practica, en el cas natural podem posar My =

prescindir de la primera i darrera equacions.

Cas periodic. Una de les condicions de periodicitat és

§"(xg) = §"(x,) <= My = M,,

M, =0i

\Y

i per tant només cal determinar My, ..., M,. Aixi, a les equacions (4.18) només cal afegir-ne

una.
Imposem sj,(zg) = s,_1(xn):

hy Y1 — Yo hy
_MOE + I — (M1 — MO)E
_ hn Yn — Yn—1 hn
Mn7 + —hn (M, an)g
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Com que My = M, i yo = Yn, si definim y,+1 = y1, hpt1 = hy, Myuy1 = M; (correspon a
estendre I'spline per periodicitat), 'equacié anterior és I'equacié (4.17)) per i = n. El sistema
d’equacions queda, llavors,

My  +  2My + MM, = dy
ILLQMI + 2M2 + )\2M3 == d2

,un—an—Q + 2Mn—1 + An—an - dn—l
MnMn—l + 2Mn + AnMn—&—l = dn

i, com que My = M, i M, 1 = M;, hem provat

Proposicié 4.3.9 Siguin {(z;,v:)}y C R punts de suport amb xo < -+ < Ty, Yo = Yn, o
sigui s € S3({x;}7,) el corresponent spline interpolador periodic. Aleshores els seus moments
satisfan

2 )\1 M1 Ml dl
M2 2 )\2 M2 dQ
Mn—1 2 )\n—l Mn—l dn—l
A, I 2 M, d,
on
. h;  hin - 6 Yit1 =Y Yi —Yi1
L T W N S Ry 2" T TR
hi + hia hi + hitq hi + higa iy hi

N ?
@ s'enten Ynt1 = Y1, hnt1 = L.

Exemple 4.3.10 Anem a determinar I’spline cibic interpolador amb punts de suport donats
per la segiient taula:

il012 3 4
7|1 2 3 4 5
vi|2 4 3 1 2

Primer trobem els moments, que satisfan el sistema d’equacions

2 )\0 MO do
pi 20N M, d;
Ha 2 Ao My, | =| dy
pz 2 A3 M; ds
pa 2 M, dy
Com que sabem M, = My = 0 (I'spline és natural), podem eliminar la primera i iltima

equacions i la primera i ultima incognites, de manera que ens queda

2 M M, dy
M2 2 A M, = ds
pz 2 M3 ds
on
s — h; o iy d — 6 (yi+1 Y Y- 3/%1)
o hithiga Yo hithi " hithig iy h; ’
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que surten (observeu que h; =1Vi=1,...,4)
N g dg
1]11/2 -9
211/2 1/2 -3
3 1/2 9
Resolem el sistema per Gauss:
2 1/2 0 |-9 2 1/2 0 -9
/2 2 1/2|-3 — 0 15/8 1/2|-3/4
0 1/2 2 |9 0 1/2 2 9
2 1/2 0 -9
— 0 15/8 1/2 | —=3/4
0 0 28/15|46/15
d’on
4
M, — 26/5 69
28/15 14
—3/4 —(1/2)(69/14) 12
M2 = = — —
15/8 7
v~ 0017 s
2 14

Ara, per trobar sg, s1, o, $3, usem

si(2) = i + Bi(w — x;) + vi(x — ) + 6w — @)%,

on
M;
o = Y, Vi = o
) Yir1 — ¥ 2Mi + My hion, 5, My — Mi.
hit1 6 6hit1
Els «;, 55, vi, 0; surten
) 0 1 2 3
| 2 4 3 1
Bi| 75/28 9/14 —-9/4 —-9/14
Vi 0 —57/28 —6/7 69/28
5; | —19/28 11/28 31/28 —23/28

i, per tant, I'spline és:
(

so() :2+%(x—1)—;—2(:ﬁ—1)3, x € [1,2],

. sl(x):4+%(az’—2)—2—;($—2)2+%(1’—2)3, ve2,3],
9 6 , 31 ,

SQ(x):S—Z(:L‘—S)—?(x—?)) —I—%(x—?)), x € [3,4],

| sala) - 1—%(:E—4)+g—§(x—4)2—§(x—4)3, v e 45
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